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AVANT-PROPOS 


La théorie des groupes de Lie est basée sur le théorème de Cartan 
d'équivalence des catégories de groupes de Lie simplement connexes 
et des catégories d'algèbres de Lie. Cet ouvrage vise à la démonstra- 
tion de ce théorème et des principaux faits qui y sont rattachés. 
Nous glisserons donc sur des résultats plus profonds découlant de ce 
théorème. De mème la théorie des algèbres de Lie n'est exposée que 
dans la mesure nécessaire à la démonstration du théorème de Cartan. 

Ce cours spécial semestriel de 21 leçons prolonge une série *) 
qui est la transcription presque intégrale des leçons faites par l’auteur 
aux élèves du second (et du troisième) cycle de la faculté de méca- 
nique et de mathématiques de l'Université de Moscou. Mais il diffère 
des livres I et IT qui, eux, reproduisaient un cours obligatoire. 

La destination de ce cours aux élèves de quatriéme et de cin- 
quième année et aux boursiers de thèse a permis en deux heures 
académiques (90 min) d'aborder plus de sujets que dans les leçons 
qui visaient les élèves de première année. En supprimant la récréa- 
tion et en « mordant » sur les horaires du cours suivant, l’auteur a 
réussi à faire de deux heures académiques deux heures « astrono- 
miques » (120 min) et ainsi à doubler pratiquement le volume de 
chaque leçon. Certes, avec un programme moins chargé — disons un 
cours étalé sur une année et non sur un semestre — chacune de nos 
leçons aurait recouvert pratiquement une leçon et demie ou deux 
ordinaires. Aussi serait-il plus logique de voir ici un cours spécial 
d'une année (mais qui a tout de mème été fait en un semestre dans les 
conditions signalées ci-dessus). 

La pénurie de temps nous a contraint à nous limiter souvent aux 
seules idées des démonstrations en abandonnant les détails au 
lecteur. Les assertions auxiliaires des autres disciplines mathéma- 
tiques ont été simplement formulées avec les références nécessaires, 
et les exemples illustrant la théorie générale, simplement décrits, 
leur étude détaillée ayant été laissée au soin du lecteur. 


*) Voir M. Postnikov, Leçons de gévmétrie. 1" semestre. Géométrie 
analytique. Traduction française Editions Mir, 1981, et Leçons de géométrie. 1© 
semestre. Algebre linéaire et géométrie différentielle. Traduction française 
Editions Mir, 1981 (sont désignés dans les références par Let II suivis du nu- 
méro de la leçon). Les semestres 111 et IV sont in stutu nascendi. 
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En couchant ces leçons par écrit point n’est besoin de respecter 
ces particularités, bien plus, toutes les démonstrations doivent être 
conduites soigneusement, les exemples étudiés complètement et les 
lemmes « auxiliaires » prouvés. Ceci aura pour effet de doubler ou de 
tripler le volume des leçons. 

Tout professeur, même s’il suppose à ses élèves un certain niveau 
de connaissance, est contraint de rappeler, ne füt-ce que brièvement, 
les notions préliminaires fondamentales. Par écrit, ces rappels occu- 
pent une place assez importante. Ceci explique l'ampleur de cer- 
taines leçons. En fait, chaque leçon de cet ouvrage est la trans- 
Cription d'une leçon orale (aux artifices pres de l’auteur!). 

Les leçons ont été partagées en cinq cycles. Dans le premier (leçons 
1, 2et 3) sont introduites et illustrées par des exemples les notions 
fondamentales de groupe de Lie, d'algèbre de Lie d’un groupe de Lie. 

Le deuxième cycle (leçons 4. 5. 6 et 7) est consacré à la « théorie 
locale » des groupes de Lie. Les leçons 4 et 6 établissent l'équivalence 
des catégories d’algèbres de Lie et de groupuscules analytiques 
(= groupes locaux) de Lie. L'outil mathématique nécessaire est 
développé à la leçon 5. Dans la leçon 7 on montre que la condition 
d’analyticité ne restreint pas la généralité. On y étudie aussi les 
sous-groupuscules et les groupuscules quotients. 

Les leçons 8, 9 et 10 sont consacrées à la globalisation de la 
théorie. La leçon 8 traite de la théorie des revêtements (au sens de 
‘Chevalley, c'est-à-dire « sans chemins »). Dans la leçon 9, on construit 
un groupe de revêtement universel; dans la leçon 10, on formule 
et on discute le théorème de Cartan. Ce théorème n'est pas prouvé 
mais ramené simplement au théorème d'Ado d'existence de la 
représentation linéaire exacte de toute algèbre de Lie. 

Ces trois cycles peuvent constituer la matière d’un petit cours 
d'initiation à la théorie des groupes de Lie. 

Dans les leçons 11 et 12 sont étudiés les sous-groupes et les groupes 
quotients des groupes de Lie. La leçon 13 est consacrée aux algèbres 
de Clifford et aux groupes de spineurs. Dans les leçons 14, 15 et 16 
on se penche en détail sur les groupes de Lie G. et F, et sur l'appareil 
mathématique ad hoc. 

Les dernières leçons 17 à 21 sont purement algébriques et sont 
pratiquement indépendantes des autres (hormis la leçon 20 qui 
4 fait bande à part»). Formellement elles sont consacrées à la démons- 
tration du théorème d'Ado, mais en réalité elles contiennent une 
partie assez importante de la théorie des algèbres de Lie (critère de 
‘Cartan de résolubilité et de semi-simplicité, lemmes de Whitehead, 
théorèmes de \Weyl et de Lévi) qui présente un intérêt en soi. 

En conclusion je voudrais exprimer ma gratitude à V. Popov 
dont la contribution au perfectionnement du manuscrit dépasse de 
loin les obligations habituelles du rédacteur. 

M. Postnikov 


LEÇON 1 


Groupes topologiques et différentiables. — Affaiblissement des 
conditions définissant les groupes de Lie.— Exemples de 
groupes de Lie.—— Transformation de Cayley.— Autres exem- 
ples de groupes de Lie.— Espaces et groupes connexes et con- 
nexes par arcs.— Réduction de groupes différentiables à 
des groupes connexes.— Exemples de groupes de Lie con- 
nexes. 


Soit G un groupe muni d’une structure de variété différentiable *). 
Définition 1. Un groupe G est un groupe de Lie (ou un groupe 
différentiable) si les applications 


(1) GX G—+G, (a. b) — ab, 
(2) G—G, a —+ a”!, 


sont différentiables. 

Soient G et H des groupes de Lie. Une application G — H est par 
définition un morphisme de groupes de Lie (ou un homomorphisme 
différentiable de ces groupes) si elle est un homomorphisme pour la 
structure abstraite de ces groupes et une application différentiable 
pour la structure de variété de ces groupes. 

Il est clair que tous les groupes de Lie et leurs homomorphismes 
forment une catégorie que nous désignerons par GR-DIFF. 


Remarque 1. Il existe à proprement parler une famille dénom- 
brable de catégories GR-DIFF selon la classe C” (où soit r € [2, ol, 
soit r — w) de différentiabilité exigée des variétés envisagées. Mais, 
en réalité, rien ne dépend de r, puisque, comme nous le verrons dans 


*) Nous supposons au lecteur les notions fondamentales de la théorie des 
variétés différentiables. 
Les notions fondamentales de la théorie des groupes sont accessibles par 
exemple dans l’ouvrage de A. Kostrikin /ntroduction à l'algèbre. Editions 
ir, 1982. 
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la leçon 7, tout groupe C’-différentiable est C’'-isomorphe à un 
groupe analytique (de classe C®). 


Remarque 2. Certains auteurs font une subtile distinction entre 
les groupes de Lie et les groupes différentiables (notamment analy- 
tiques). Pour notre part nous considérerons que ces deux termes 
sont synonymes en accordant toutefois la préférence au premier, car 
plus courant et plus traditionnel. 


De façon analogue, un groupe G muni d’une structure d'espace 
topologique est un groupe topologique si les applications (1) et (2) 
sont continues. On dit qu’un homomorphisme G — H de groupes 
topologiques est continu s'il est une application continue. Les groupes 
topologiques et leurs homomorphismes continus forment la catégorie 
GR-TOP. 

On rappelle qu'un espace topologique Àf est séparé si deux quel- 
conques de ses points possèdent des voisinages disjoints. c’est-à-dire 
si la diagonale À (sous-ensemble du produit { X A] composé des 
points de la forme (x, x), x € M) est fermée dans M. En général, 
nous n’exigerons pas que les groupes topologiques (de même que les 
variétés différentiables) soient séparés. 


Lemme Î{. L’ne condition nécessaire et sufjisante pour qu'un groupe G 
soit sépar® est que son unilé soit fermée. 


Démonstration. Dans tout espace séparé. l'unité est 
fermée. donc la condition nécessaire est acquise. La condition suffi- 
sante résulte du fait que la diagonale A € G X G est l’image de 
l'unité par l'application continue G < G—G, (a, b)}—+ ab”. Ü 


Corollaire. Tout groupe de Lie est un groupe topologique séparé. O 


En fait, la différentiabilité de l'application (2) est superflue dans 
la définition des groupes différentiables. 

Proposition 1. Si pour un groupe G muni d'une structure de variété 
différentiable, l'application (1) est différentiable, l'application (2) 
l'est aussi, et, par suite, le groupe G est un groupe de Lie. 

À noter que cette proposition n'est pas valable pour les groupes 
topologiques. 

La clef de la démonstration de la proposition 1 est donnée par le 
lemme suivant emprunté à la théorie des variétés différentiables : 


Lemme 2. Soient M, N et R des variétés différentiables et 
oo: MX R—N 
une application différentiable telle que pour tout point r € R l'appli- 


cation 
pe: MN, x piz,r), x EM, 
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est un difféomorphisme de M sur N. Alors l'application 


vNxXR— M, 
définie par la formule 


by. r)=p"(4y), yEN, rer, 
est une application différentiable. 
Démonstration. Supposons que les applications 
D MXR=-NXR «tt YNXR——VMYXER 

sont définies respectivement par les formules 

Dr = rnrn=(p(4,r), zrEM, reR, 

Pr) = (Gr, r) = (pr G),r), yEN, rer. 
Il est clair que ces applications sont différentiables si et seulement 
si les applications œ et + le sont respectivement. Ainsi O est diffé- 


rentiable par hypothèse. Prouvons que Ÿ est différentiable. 
Remarquons à cet effet que par définition 


(Fo D), r) = Fp, (@), r) = (or (@- (x), r) = (x, r) 
pour tout point (x, r) € ÀÂf X R et de façon analogue 


(D ° YW) (y, r) = Der! (y), r) = (p. (pr (y)), r) = (y, r) 


pour tout point (y, r) E Ÿ X R. Cela signifie que les applications 
® et V sont réciproques l’une de l’autre et par suite bijectives. 

Donc, affirmer que Ÿ est différentiable revient à affirmer que 
l'application différentiable bijective D est un difféomorphisme. 

Mais il est évident qu'une application différentiable bijective 
est un difféomorphisme si et seulement si elle est un difféomorphisme 
local, c'est-à-dire est une application étale (sa différentielle est un 
isomorphisme en tout point). 

Fout se ramène donc au calcul en chaque point (a: r}EMXR 
de la différentielle (dd), ,, de l'application ® qui sera traitée comme 
une application linéaire de la forme *) 


(GG) Ta (M) OT, (R) Ts (N) E T,(R), où b—=œ(a, r). 
Chaque application (3) est donnée par une matrice de la forme 
(4) A B 
(C D} 
où 
A: To Ts (NV), B:T;(R)— Te (W), 
C:To(M)—T,(R),, D:T,(R)—+T, (R) 


*) Par Tx(41/) on désigne l’espace tangent à la variété 47 en son point z. 
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sont des applications linéaires qui se construisent de manière évidente. 
En particulier, si (3) est l'application (dD),,.,,, alors l'application À 
n'est autre que la différentielle en a de l’application æ,: A7 —+ N, 
l'application C’, la différentielle d’une application constante (donc C 
est une application nulle), l'application D, la différentielle de l'appli- 
cation identique (donc D est une application identique aussi). Donc, 
la matrice (4) associée à la différentielle (dD),,.,, est de la forme 

( (dPr) a B) 

0 id 

(l'application B nous importe peu). La différentielle (d®p,), étant 
un isomorphisme par hypothèse, il en est de même de la différentielle 


(dD)ea. r)° GC . 
Tout élément a d'un groupe G définit à l’aide des formules 


L,z = ar, Rx =zra, zx€6G, 
deux applications 
L,;:G—G et R,;:G—+6G, 


appelées respectivement translation à gauche et translation à droite 
de vecteur a. 
Les propriétés suivantes des translations sont évidentes : 


L. = R, = id, où e est l’unité du groupe G 
(ceci exprime que e est l'unité); 
LyoLo = Lio R5°Ra = Rob La Ri = Re? L 


(chacune de ces égalités équivaut à l’associativite de la multiplica- 
tion dans G). 

En particulier, on voit (puisque L, © Loi = L,r10 L, = L, = 
— idet Ro R;-1 = Ra1oR, = R, = id) que chaque translation 
est une application bijective et de plus que 


Le — Lai, R° — R;-1 


pour tout élément a € G. 

Si G est un groupe topologique (resp. différentiable), les applica- 
tions ZL, et R, sont continues (resp. différentiables), et par suite, 
sont des homéomorphismes (resp. difféomorphismes). 

Nous disposons maintenant de tous les éléments pour prouver 
la proposition 1. 


Démonstration de la proposition 1. La diffé- 
rentiabilité de l’application (1) entraîne celle des translations L:, 
et par suite, le fait qu’elles sont des difféomorphismes. L'application 
L: (x, a) — L, (x) == ax n’est autre que l'application (1), donc 
elle est différentiable. On est ainsi placé dans les conditions fdu 


TRANSFORMATION DE CAYLEY 15 


lemme 1 (pour .W = V = RÀ = G), et, par suite, en vertu de ce 
dernier, l'application 

L'' GXG—+G, 
définie par la formule 


L'(x, a) = Li (x) = a”!x, 


est différentiable. Pour achever la démonstration il reste à remarquer 
que l'application a — a-lest la composée de l'application diffé- 
rentiableG — G X G, ai (e,a)et de l'application L’. Donc, elle est 
aussi différentiable. [] 


Exemples de groupes de Lie. 

Exemple 1. Tout groupe (topologique discret) abstrait est un 
groupe de Lie pour la structure différentiable qui en fait une variéte 
de dimension zéro. 

Exemple 2. Tout espace vectoriel de dimension finie est un 
groupe de Lie pour l'addition. 

Exemple 3. Le cercle unitaire S': | z | — 1 dont les points sont 
les nombres complexes z — eï® est un groupe de Lie pour la multi- 
plication. 

De façon analogue, dans l’espace des quaternions la sphère unité 
S° constituée des quaternions & tels que | & | = 1 est un groupe de 
Lie pour la multiplication. 

On démontre que si une sphère S” est un groupe de Lie, on a 
nécessairement ñr — { ou n7 = 3, de sorte que S' et S* sont les seules 
sphères à admettre une structure de groupe de Lie. 

Exemple 4. Le produit direct G X # de deux groupes diffe- 
rentiables (resp. topologiques) G et À est un groupe différentiable 
(resp. topologique). 

En particulier, le tore 7", n => 1, est un groupe de Lie. 

Exemple 5. Le groupe linéaire complet GL (n) est un groupe de 
Lie. Le groupe Aut 7° des automorphismes (opérateurs linéaires non 
dégénérés) d'un espace vectoriel 7? de dimension n, groupe qui est 
isomorphe à GL (n), est aussi un groupe de Lie. 


Pour obtenir des exemples plus consistants, il nous faut considé- 
rer préalablement une construction générale. 

Définition 2. On dit qu’une matrice À d’ordre r est non singulière 
si det (£ + 4) 0. La matrice A* (lire À dièse): 


AŸ = (E — A)(E + A)” 
est dite Cayley-image de À. 
Il est clair que l’ensemble R (r7)° des matrices non singulières est 


ouvert dans la variété R (7) = R (n, n) des matrices carrées d'ordre 
n X net, par suite, est une variété différentiable. 
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Proposition 2. L'application À —+ A est un autodifféomorphisme 
involutif de la variété 2 (n)°, c’est-à-dire que pour toute matrice non 
singulivre À la matrice A est aussi non singulière, l'application 
A — A% de la variété 3 (n)° dans elle-même est différentiable et la 
Cayley-image de la matrice A* est la matrice À: 


A“* = À. 
Démonstration. Soit B = A#. Alors 
E+B—=E+(E —A)(E + 4)! =- 
— I(E + 4) + (E — AN (E + A) = 
= 2(E + 4)", 
et de façon analogue 
E — B =2A(E + A)". 

Donc, primo, det (E - B) 0 et, secundo, 

B* = (E — B)(E + B)°! = A. 


Il est évident que l'application À + A% est différentiable. ©] 


Autres exemples de groupes de Lie. 

Exemple 6. Soit, comme toujours, O (n) le groupe des matrices 
orthogonales d'ordre r. Montrons que O (nr) peut être naturellement 
muni d’une structure différentiable et qu'il sera un groupe de Lie 


pour cette structure. 
Soient À une matrice orthogonale non singulière et B — A*. 


Alors 4° — A”! et par suite 
BT =(E + AT)A(E — AT) = (E + A) T(E — AT) = 

= (£ + A-t1 4-14 (E — A1) — 

= (4 (E + 47)" (4 — E) = 

= (A + E)-"t(4A — E) = —(E — A)(E + A)7! = —B. 
Inversement, si BT — —B, alors 

AT=(E + BT)T(E — BT)=(E — B)"'(E + B) = 
= (£ + B)(E — B)" = AT, 

et par suite, la matrice À est orthogonale. On voit donc qu'une con- 
dition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice non singulière soit 


orthogonale est que sa Cayley-image soit une matrice antisymétrique. 
Etant donné que les matrices antisymétriques forment un espace 


vectoriel (de dimension 2 }, l'application À > 4* peut 
être traitée comme une application de carte; le voisinage de coor- 
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données correspondant sera l’ensemble O (7)° des matrices non 
singulières orthogonales (qui contient visiblement la matrice unité E), 
et son image, l’ensemble des matrices non singulières antisymé- 
triques. 

Soit maintenant C une matrice orthogonale arbitraire. L'ensemble 
O (n)° C composé des matrices AC, où À € O (n)°, contient la matrice 
C dont il est le voisinage. L'application 4C > A“ est une applica- 
tion de carte de ce voisinage sur l’ensemble ouvert des matrices 
antisymétriques non singulières d'ordre n. Donc, le groupe O (n) est 
entièrement recouvert de cartes de la forme O (n)° C. Si A,C, = 
= 4 C2. Où À;, 43 € O (n})°, et C., C, sont des matrices fixes, alors 

— f (4*), où f est une fonction matricielle rationnelle dépendant 
dé Ciet de C3. La fonction f s'explicite facilement, mais nous nous 
passerons de cette expression nous contentant simplement d'observer 
que tout élément de la matrice À * est une fonction rationnelle, donc 
différentiable, des éléments de la matrice A%. De cette observation 
il s'ensuit que les cartes. de la forme O(n)°C constituent un atlas 
car deux quelconques d’entre elles sont cohérentes. La Cayley- 
image du produit de deux matrices étant visiblement une fonction 
rationnelle des Cayley-images des facteurs, la structure différentiable 
sur © (n) est compatible avec la multiplication, c'est-à-dire que le 
groupe O (n) muni de cette structure différentiable est un groupe de Lie. 

L'artifice utilisé pour les Cayley-images est assez général. En 
effet, dans tout ce qui précède, les propriétés des matrices orthogona- 
les n’ont été utilisées que pour établir que les Cayley-images des 
matrices orthogonales non singulières forment un ensemble ouvert 
d’un espace vectoriel. Donc, un groupe de matrices est un groupe de 
Lie si les Cayley-images de ses matrices non singulières forment un 
ensemble ouvert d'un espace vectoriel de matrices. 

S'agissant des groupes de matrices jouissant de cette propriété, 
on dira qu'ils admettent la construction de Cayley; quant à l’espace 
vectoriel de matrices correspondant, on l’appellera Cayley-image du 
groupe. 

Exemple 7. Une matrice 


( ) 
A3 À 
d'ordre r — 2m pair est dite symplectique si: 


a) les matrices ATA, et ATA, sont symétriques; 
b) l’on a l'égalité 


ATA, — AJA: = E. 
Ces conditions équivalent à l'égalité matricielle 


(9) ATJA = J, 
2—01642 
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(6) 1=( c) 


Dire qu'une matrice est symplectique revient à dire qu'elle 
respecte la forme antisymétrique bilinéaire 


(Lin +1 — Tn +19) + …. + (Znÿon — LTonUn): 


De façon plus générale, on peut considérer des matrices À vérifiant 
la relation (5) pour J arbitraire (mais fixe). Si J — £, on obtient des 
matrices orthogonales (ATA — £) et les matrices À satisfaisant (5) 
sont alors appelées matrices J-orthogonales. Ainsi, les matrices sym- 
plectiques sont des matrices J-orthogonales correspondant à une 
matrice J de la forme (6). 

De la relation 


(AB) J (AB) = BY (AYJA) B 


il s'ensuit aussitôt que le produit de deux matrices J-orthogonales 
est une matrice J-orthogonale. Si la matrice J n’est pas dégénérée, 
en passant aux déterminants dans l'égalité (5), on trouve aussitôt 
que det À = +1 et, notamment, que toute matrice J-orthogonale 
est inversible. Sous ces conditions, la matrice inverse À”! est aussi 
J-orthogonale, puisque 


(A-1)T JA = (A-1)T (ATJA) A = J. 


Ceci prouve que si la matrice J n'est pas dégénérée, les matrices J-or- 
thogonales forment un groupe. En particulier, les matrices symplecti- 
ques forment un groupe. 

On désignera le groupe des matrices J-orthogonales d'ordre » 
par Oy(n), et le groupe des matrices symplectiques d'ordre 7 = 2m, 
par Sp(m; 2). 

Le groupe Sp (m; 2) s'appelle groupe symplectique linéaire réel. 

Il est immédiat de voir qu'une condition nécessaire et suffisante 
pour qu'une matrice non singuliere À soit J-orthogonale est que sa 
Cayley-image A* soit J-antisymétrique, c'est-à-dire que 
(7) (A#)T J = —JA#. 

En effet, si la relation (5) a lieu, alors 
(A#)TJ = (E + AT)T(E — AV) J = 
= (E + JAN-IA(E — JAY J = 
= J (A7'A + At)1 (4714 — 47!) = 


— J(A +E) (4 —E) = —JA#. 
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Réciproquement, de (7) il s'ensuit que (on admet que B = A*et on 
se sert de la relation B* — À) 


ATJA = (E + BT)1(E — BT)J-(E — B) (E + B)° = 

(E + BT)VJ (E + B)-(E + B)"(E — B) — 

= (E + BT)\.J (E — B) = (E + BT)"'.(E + BT)J = 
= J. (0 


] 


Etant linéaire, la condition (7) définit un sous-espace vectoriel 
dans l'espace des matrices. Ceci prouve que chaque groupe Oy (n) 
(et notamment le groupe Sp (m; ?)) admet une construction de Cayley 
et, par suile, est un groupe de Lie. 

Comme l’espace vectoriel des matrices défini par la condition (7) 
(avec une matrice J définie par la formule (6)) est de toute évidence 
de dimension m (2m —+ 1). il vient, en particulier, que le groupe 
Sp (m; ?) est de dimension m (2m — 1). 

Exemple 8. L'intersection Sp (m; ?) f O (2m) s'appelle groupe 
symplectique orthogonal. Les Cayley-images des matrices non sin- 
gulières de ce groupe sont de la forme 


| C D 
() (_, c) 


où D est une matrice symétrique et € une matrice antisymétrique. 
Les matrices de la forme (8) formant un espace vectoriel, le groupe 
Sp im; ?) NO (2m) est un groupe de Lie. Sa dimension est m°. 

Exemple 9. On peut construire aussi des groupes de Lie avec 
des matrices complexes. Pour tout nr >> 1, l'espace vectoriel complexe 
€? peut être identifié à l'espace ?“" en ordonnant (toujours dans le 
mème ordre) les parties réelles et imaginaires des composantes des 
vecteurs de ©". Ceci donne à l’espace €" (donc à l’un quelconque de 
ses sous-espaces ouverts) une structure de variété différentiable de 
dimension 2n (qui ne dépend pas bien sûr de l’ordre des parties réelles 
et imaginaires des composantes des vecteurs de €”). 

L'ensemble © (7, m) des nr X m-matrices complexes s’identifie à 
Cam donc est aussi une variété différentiable. Le sous-ensemble 
GL (n ; :) des matrices non dégénérées de © (n) = © (n, n) sera aussi 
une variété différentiable. La variété GL (nr; €) est un groupe de Lie 
(de dimension 2n*), puisque les parties réelles et imaginaires des 
éléments du produit de deux matrices complexes sont des fonctions 
différentiables des parties réelles et imaginaires des éléments des 
facteurs. 

La notion de Cayley-image et les propriétés de celle-ci se géné- 
ralisent immédiatement au cas complexe. Ceci vaut également pour 
les matrices J-orthogonales. On obtient ainsi des matrices orthogonales 
complexes et des matrices symplectiques complexes. Ces matrices for- 
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ment respectivement les groupes de Lie O (n; C) et Sp(m; ©) de 
dimensions n (nr — 1) et 2m (2m + 1). 
Exemple 10. Les matrices À J-unitaires d'ordre n caractérisées 
par la relation 
ATJA = J 


sont un type différent de matrices complexes. Elles constituent le 
groupe Uuy(n). Pour J = EF, on obtient des matrices unitaires ordi- 
naires et leur groupe U(n). Si J est une matrice (6) (et x = 2m), 
le groupe Uy(n) ne possède pas de notation spéciale. On le désignera 
par Up (mn). 

En reproduisant les mêmes raisonnements que précédemment, 
on établit sans peine qu'une condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une matrice complere non singulière À soit J-unitaire est que sa 
Cayley-image A* vérifie la relation 


(A#)T J = —JA*#. 0 


Cette relation étant linéaire (sur le corps ?), le groupe Uy(n) (et 
notamment le groupe Ü (n) et le groupe Up (m)) est un groupe de Lie. Ü 
Le groupe U (n) est de dimension n°, le groupe Up (m), de dimen- 
sion 4m. 
A noter que le groupe U (n) est canoniquement isomorphe au groupe 
symplectique orthogonal Sp(n; R) NO (2r). L'isomorphisme est 
réalisé par la correspondance 


(: B ep 


L'intersection Sp (m; R) f] U (2m) est manifestement un groupe 
symplectique orthogonal : 


Sp (m; R) AU (2m) = Sp (m; 2) NO (2m) 


(do c est isomorphe au groupe U (m)). 

Exemple 11. L'intersection Sp (m; €) AN U (2m) s’appelle groupe 
symplectique unitaire (ou simplement groupe symplectique) et se note 
Sp (m). C’est un groupe de Lie de dimension m (2m + 1). 

L'intersection Sp (m) NO (2m) est un groupe symplectique 
orthogonal. 

Exemple 12. Le groupe Ü (m) peut être interprété comme le groupe 
des applications linéaires inversibles de l’espace ©", préservant la 


forme hermitienne xy, +... z,y,. De façon analogue, en 
remplaçant le corps © par le corps des quaternions H, on peut intro- 
duire le groupe UK (n) des applications linéaires (disons pour la 
multiplication à gauche) inversibles de l'espace des quaternions 
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H", préservant la forme hermitienne 
G@. n) = Em +... + Ennn, 


SE = (En... En) EH, 1 = (M... Mn) E A. 


Le groupe UF(#7) peut être naturellement interprété comme un 
groupe de matrices complexes. puisque tout quaternion & peut être 
identifié à un couple (u. cv) de nombres complexes (par la formule 
ë — u —+ vj), donc l’espace ", à l’espace C°”. Si 

E = Ti + Tnils + - En = In + Ton]: 


M = Yi + Yntids + + + Mn = Yn + Yon]: 


« 


ou 


alors (puisque uw -- tj — u — vi et vj — ju) 
Em... + Em = 


— [r,ÿ Tee + Tnÿn + Tn+1ÿn+ Test TonUen) + 
— [(Xn +192 — LiYn+1) T'es. + (ZonUn — Znÿon)] j- 


Donc, chaque élément du groupe U* (n) traité comme une _matrice 


complexe préserve la forme hermitienne z1y, + ... + zonyon (est 
une matrice unitaire) et la forme antisymétrique (x, +1ÿ, — Tin +1) + 
+... À (ZonYÿn — Tnon) (est une matrice symplectique), c 'est-à- 
dire est un élément du groupe symplectique unitaire Sp (7). Récipro- 
quement. si une matrice À est unitaire et symplectique, alors traitée 
comme une transformation de #”, elle préserve visiblement la forme 
En +... + nn. Cette transformation est linéaire. En effet, 
de somme elle donne une somme, de sorte qu'il faut établir seule- 
ment sa permutabilité pour la multiplication par un quaternion 
arbitraire €. Or, pour tous vecteurs & = (E,,..., E,) EH" et n — 
= (1j, +. Mn) EF", on a 


(A (CE) — CAS, An) = (4 (£S), An) — Ë (48, An) — 


de là il s'ensuit (puisque tout vecteur de H" peut être mis sous la 
forme An) que À (CS) = LA. 

Ceci prouve que le groupe Uï (n) est isomorphe au groupe symplec- 
tique unitaire Sp (n). CO 


On rappelle qu'un espace topologique X est connexe s'il ne peut 
ètre représenté par la réunion de deux ensembles fermés (ouverts) 
disjoints non vides, et connexe par arcs, s'il existe un chemin liant 
deux points quelconques a, bE X. c'est-à-dire une application 
continue u: [0, 1] + X telle que u (0) = a, u (1) = b. Il est évident 
(ce qu'on prouve aisément dans tout cours de théorie des nombres 
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réels) que le segment 10, 1] est connexe. d'où il s'ensuit aussitôt que 
tout espace connere par arcs est connexe. 

Il est manifeste que l’ensemble de toutes les parties connexes 
(par arcs) d'un espace topologique X est inductif (vérifie les con- 
ditions du lemme de Zorn). Donc, chaque point a € X appartient à 
un sous-ensemble connexe maximal C,. appelé composante connexe 
(par arcs) de l’espace X. On voit sans peine que toute composante 
connexe C, © À est fermée (mais généralement pas ouverte) dans X. 
Pour que l’espace X soit connexe (par arcs). il faut et il suffit que 
C,; = X pour tout point a € X. 

Un espace topologique X est localement connexe (par arcs) si 
chaque point a € X possède un système fondamental de voisinages 
connexes (par arcs), en d’autres termes. si chaque voisinage du point a 
contient un voisinage connexe (par arcs). Toute variété cst un espace 
localement connexe par arcs. 

Dans un espace localement connexe (par arcs) toute composante 
connexe (par arcs) est visiblement ouverte (car elle contient tout 
point avec l’un de ses voisinages). De là il s'ensuit, en particulier, 
que si un espace est connexe et localement connexe par arcs, il est connexe 
par arcs. En d'autres termes, pour les espaces localement connexes 
par arcs (et notamment pour les variétés) il y a équivalence entre 
connexité et connexite par arcs. 

Exemple 13. Les variétés 2" et R(7, mn) sont visiblement con- 
nexes. La variété GL(n) ne l'est pas: une matrice de déterminant 
strictement négatif ne peut être continüment déformée (reliée par 
un chemin) en une matrice unité. Soit GL‘(7) l'espace des matrices 
carrées d'ordre nr de déterminant strictement positif. Montrons que 
cel espace esl connexe. 

Le théorème de décomposition polaire (cf. I[, 21) nous dit que 
tout opérateur non dégénéré est le produit d’un opérateur strictement 
positif P et d'un opérateur isométrique (orthogonal) U. Dans le 
langage des matrices, cela signifie que toute matrice non dégénérée A 
est de la forme À = PU, où P est la matrice de l'opérateur P et L’, 
la matrice orthogonale de U. D'autre part, en vertu du théorème de 
réduction aux axes principaux, la matrice P est de la forme VD”, 
où Fest une matrice orthogonale, D, une matrice diagonale à éle- 
ments diagonaux strictement positifs. Donc, À = VDV”!L,, c'est-à- 
dire que À = VDW, où W = V-'Ü. Mais il est évident que la 
correspondance t —> (1 —t) D + tE est un chemin continu dans 
GL (n) reliant la matrice D à la matrice unité £. En multipliant ce 
chemin à droite et à gauche par les matrices orthogonales Ÿ et W, 
on obtient un chemin continu reliant dans GL (n) la matrice A à la 
matrice orthogonale B = VW. Donc, toute matrice non dégénérée À 
peut être reliée par un chemin continu dans GL (n) à une matrice 
orthogonale B. Si det A >0, alors det B > 0, c'est-à-dire que 
det B — 1 (une matrice orthogonale à déterminant strictement 
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positif est unimodulaire). Donc. pour prouver la connexité du groupe 
GL*(n) il suffit de montrer que foute matrice orthogonale unimodu- 
laire B peut être reliée par un chemin continu (dans le groupe GL*(n)) 
à la matrice unité E. Plus, on prouvera que cette liaison peut être 
réalisée dans le groupe SO(n) des matrices orthogonales unimodulaires. 
On observera à cet effet que le théorème fondamental des opérateurs 
orthogonaux (cf. II. 21) nous apprend que tout opérateur orthogonal 
(une rotation) unimodulaire (c'est-à-dire préservant l'orientation) 
est la somme directe de l'opérateur identique et de « rotations 
planes » à matrices de la forme 


(re — sin ;) 

sin 0 cos 6 

En remplaçant dans chacune de ces matrices l'angle 6 par {6, on 
obtient une famille continue (un chemin) d'opérateurs orthogonaux 
reliant cet opérateur (obtenu pour t = 1) à l'opérateur identique 
(obtenu pour { = 0). Pour achever la démonstration il reste à passer 
des opérateurs aux matrices. ([] | 

La proposition établie exprime que le groupe GL{(n) est constitué 

de deux composantes: le sous-groupe GL*(n) et la classe GL”(n) sui- 


vant GL*(n), composée des matrices à déterminants strictement 
négatifs. 


On désignera par G. la composante de l'unité e de chaque groupe 
topologique G. Sia € G., alors a € L,(G.) (care E G.) et, par suite, 
G.NL.(G.)= ©. G. et donc Z, (G.) étant le plus grand ensemble con- 
nexe. il vient L, (G.) — G.. On démontre de façon analogue que 
R,:(G)=G.sia €G.,et que Gi —= G.. Ceci exprime que G. est un 
sous-groupe du groupe G. Bien plus. tout endomorphisme 7 du 
groupe G associe à G, un sous-groupe connexe 7 (G.) coupant G.. Donc, 
pour les mêmes raisons, T (G.) & G.. Ce qui veut dire que la compo- 
sante G. de l'unité est un sous-groupe complètement invariant du groupe 
G et notamment est invariante. 

En vertu de ce qui a été dit plus haut, la composante de l’unité 
du groupe GL (n) est le groupe GL*(n). 

A noter que la composante G. de l'unité de tout groupe diffé- 
rentiable G est automatiquement un groupe différentiable. 

Il est naturel de munir le groupe quotient G/G, de la topologie 
de l'identification, c'est-à-dire d’une topologie pour laquelle un 
sous-ensemble C € G/G, est ouvert (resp. fermé) si et seulement si 
est ouverte (resp. fermée) son image réciproque dans G. Etant donné 
que l’image réciproque de l'unité du groupe G/G, est la composante 
G.. on voit, en particulier, que l'unité du groupe quotient G/G, est 
isolée (est un ensemble ouvert et fermé) ou, en d’autres termes. est 
discrète si et seulement si la composante G, est ouverte (fermée. elle 
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l’est toujours). Ceci aura lieu, en particulier, si le groupe G est locale- 
ment connexe (par exemple est un groupe différentiable). 

Donc, tout groupe G localement connexe (en particulier, tout groupe 
différentiable) est l'extension d’un groupe connexe (de la composante G. 
de son unité) par le groupe discret GIG.. 

De ce point de vue, la théorie des groupes localement connexes se 
ramène à la théorie des groupes connexes et à la théorie des groupes 
discrets (abstraits). 

Pour cette raison, nous admettrons toujours dans la théorie géné- 
rale que tous les groupes de Lie considérés sont connexes. 


Exemple 14. D’après ce qui précède. le groupe SO(n) est connexe 
et, par suite. est la composante de l'unité du groupe Of(n). On voit, 
en particulier, que le groupe SO (n) est un groupe de Lie. 

On constate aussi que le groupe On) n'est pas connexe et qu'il 
admet deux composantes: le groupe SO(n) == O‘(n7) des matrices 
(unimodulaires) orthogonales propres et sa classe O-(n7) suivant 
O*(n), composée des matrices orthogonales impropres (de détermi- 
nant égal à —1). 

Exemple 15. A l'inverse, Le groupe Un) est connexe. En effet, 
on sait (cf. II, 21) que tout opérateur unitaire est orthogonalement 
diagonalisable, et, de plus, toutes ses valeurs propres sont égales à 
l'unité en module. Dans le langage des matrices, cela signifie que 
toute matrice unitaire est de la forme UDU”!, où U est une matrice 
unitaire, D, une matrice diagonale d'éléments eÏ%*. En remplaçant 
les angles 6, par {6,, on obtient une famille continue (un chemin) 
de matrices unitaires reliant la matrice considérée (obtenue pour 
t = 1) à la matrice unité (obtenue pour t — 0). (Voir plus haut le 
même raisonnement pour les matrices orthogonales.) [ 

On peut établir la connexité du groupe U(r7) d’une autre façon, 
en se servant du lemme général suivant: 


Lemme 3. Un groupe topologique G est connexe s'il contient un 
sous-groupe connexe H tel que l'espace quotient G/H soit connexe. 


Démonstration. Observons tout d’abord que l'application 
canonique nr: G—>- G/H est ouverte, c'est-à-dire qu'elle associe un 
ouvert à un ouvert. En effet, si U € G, alors par définition de la 
topologie quotient, l’ensemble x (U) & G/H est ouvert si et seule- 
ment si l’ensemble x”? (x (U)) & G l’est. Mais il est évident que le 
dernier ensemble est la réunion {J zxz}A de toutes les classes à gauche 


xE U 
zH, x EU, donc il est confondu avec la réunion U UR de toutes 
E H 


les translations de l’ensemble U de vecteur À € H. "Par conséquent, 
si U, donc tout Uk, est ouvert, alors il en est de même de l’ensemble 
n-U{(a(U)), donc de x (U). 
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Supposons maintenant que G = L’ |] F, où Let F’ sont des ensem- 
bles ouverts non vides. Alors G/H = x (L) [ x (Ÿ). où les ensembles 
x (U)et x (V) sont aussi ouverts et non vides. Donc, x (ÜU) Nr (Fr) = 
=£ © (car l’espace G/H est connexe par hypothèse). Supposons que 
r (a) Ex(U) Nzx(V). L'appartenance x (a) Ex (U) signifie que 
la classe x (a) — aH coupe U, et l’appartenance x (a) Ex (VF). que 
cette classe coupe V. Ceci étant, aH = U, NV,. où l, =aH AU 
et V, = a f} V sont ouverts dans af (et non vides comme on vient 
de le prouver). Etant donné que af est connexe (avec A), ceci n'est 
possible que si U, N V,  S, et, par suite. UÜ N F  G. Donc. le 
groupe G est connexe. [] 


Pour appliquer ce lemme. considérons l'application LU (nr) — ©" 
qui à chaque matrice associe sa dernière colonne. L'image du groupe 
U (n) par cette application est constituée de tous les vecteurs de ©" 
de longueur 1, donc elle peut être identifiée à la sphère unité S°"-! 
de dimension 2n — 1 de l'espace ?*" = ©". L'image réciproque de 
chacun de ces vecteurs dans L (7) est visiblement une classe suivant 
le sous-groupe U (7 — 1) qui est l’image réciproque du vecteur 
(0,0,...,0, 1). Donc, l'application envisagée induit une application 
bijective Ü (n}/U (n — 1) — S°"-! de l’espace quotient UÜ (n}/Ü (n — 1} 
sur la sphère S*”"-1, qui est (par une vérification automatique) un 
homéomorphisme (toute application continue bijective sur un com- 
pact est un homéomorphisme). 

La sphère S°"-1 —U(n)/U(n — 1) étant visiblement connexe, 
il s'ensuit immédiatement du lemme 2 que le groupe U(n) est con- 
nexe si le groupe U(r — 1) l'est. Le groupe U(1) s’identifiant 
canoniquement au groupe S', il est connexe, ce qui prouve de nou- 
veau par récurrence la connexité de tous les groupes U(n). 

Exemple 16. On peut appliquer le même raisonnement au groupe: 
symplectique Sp (n) — U‘(n). Dansce cas, l'espace quotient 
Sp (72)/Sp (n — 1) s’identifie canoniquement à la sphère unité 
S*-1 de l’espace R‘* — #H", donc il est connexe aussi. Le groupe 
Sp (1) = UM (4) s’identifie au groupe S° des quaternions E tels que 
JE = 1. Donc, Le groupe Sp (n) — U* (n) est connexe pour tout 
n > 1. 

On peut appliquer le même raisonnement au groupe SO (n) dont 
la connexité a été établie plus haut par un autre procédé. En effet, 
dans ce cas l’espace quotient SO (n)/SO (n — 1) s'identifie par le 
même procédé à la sphère unité S"-1 de l'espace R", sphère qui est 
connexe pour n => 2. De plus, le groupe SO (2) des rotations du plan 
est isomorphe au groupe S', donc il est connexe aussi. Ce qui prouve 
que le groupe SO (n) est connexe pour n > 2. 

L'analogue du groupe SO(n) dans le groupe U{(n) est le sous- 
groupe SU(n) des matrices unitaires unimodulaires. Comme. ce qui 
est immédiat, SU (7)/SU (nr — 1) = U (n)/U (n — 1) et que le 
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groupe SU (1) est connexe, car unitaire, en reproduisant le même 
raisonnement on s'assure que le groupe SU (n) est connexe pour tout 
n > 1. Mais nous ne pourrons dire si c'est un groupe de Lie qu'à la 
leçon 3 après avoir développé les instruments nécessaires. 

Idem pour le groupe SL (7) des matrices unimodulaires. 

A noter que le groupe SU (7) n'a pas d’analogue dans le groupe 


UF (n). 


LEÇON 2 


»* 


Champs de vecteurs invariants à gauche.— Parallélisabi- 
lité des groupes de Lie.— Courbes intégrales de champs de 
vecteurs invariants à gauche et sous-groupes à un paramè- 
tre. — Foncteur de Lie.— Exemple: groupe d'éléments in- 
versibles d’une algèbre associative. — Fonctions à valeurs 
dans une algèbre associative. — Sous-groupes à un paramè- 
tre du groupe G(.4). 


On rappelle que par T, (7) on désigne l'espace tangent à une variété 
A1 en son point a. Les espaces tangents T, (47). où a parcourt la 
variété 7. forment une variété différentiable T (4/) de dimension 
2n (où n7 — dim 4/7) qui se projette canoniquement sur 4/. La pro- 
jection 

an: T (1) — M 


associe à tout vecteur À son « point d'application », c’est-à-dire un 
point a E AJ tel que A ET, (WU), de sorte que T, (M) = a”! {(a). 
Les sections de cette projection, c'est-à-dire les applications diffé- 
rentiables 

X:M—T(M), am X,, a EM, 


telles que x + À = id. i.e. À, € T,(.). s'appellent champs de vecteurs 
sur M. Ces champs de vecteurs engendrent canoniquement un espace 
vectoriel (de dimension infinie) qui sera désigné par c(.W/). 

Les différentielles (dD),: T, (-) — Tœa (Ÿ) d'une application 
différentiable arbitraire D: .1/ — /V forment une application diffé- 
rentiable T (D): T (W) — T (V) qui est justiciable du diagramme 
commutatif 


T () 


T (M) TN) 
7 T 
| 
M N 
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et les correspondances A7 —> T (17), O + T (D) sont visiblement un 
foncteur de la catégorie DIFF des variétés différentiables dans 
elle-même. 

Si ® est un difféomorphisme, tout champ de vecteurs X de «a (7) 
induit le champ 


OX = T(D) o X » D-! 
de c(.V), et tout champ de vecteurs Ÿ de a (V), le champ 
MY =T(D)!'.Y 0° D 


de :(.7). Il est clair que les applications ®, et ®D* sont linéaires 
et qu'elles sont des isomorphismes réciproques l’un de l’autre d'espa- 
ces vectoriels, puisque 


D, = (D) = (Di) et * = (D,)1= (D). 


Si, en particulier, 47 = N = G, où G est un groupe de Lie, pour 
tout élément a € G et tout champ de vecteurs X € a(G) sera défini 
un champ de vecteurs LiX € «(G). 

Définition 1. On dit qu'un champ de vecteurs X Ec(G) est 
invariant à gauche si L'X — X pour tout élément a € G, c'est-à-dire 
si 


(1) X 4 — (dLa-1)ab (X ob); Va, b € G. 


Il est évident que les champs de vecteurs invariants à gauche 
forment un sous-espace de l’espace a(G) des champs de vecteurs. 
On désignera ce sous-espace par 1 (G) ou g. 

Il est immédiat de voir qu'une condition nécessaire et suffisante 
pour qu'un champ de vecteurs X ÆEc(G) soit invariant à gauche est 
que 


(2) X a = (dLa)e Xe 


pour tout élément a € G. En effet, la relation (2) est un cas particulier 
de la formule (1) (pour b = e), et, par suite, la condition nécessaire 
est remplie si le champ X est invariant à gauche. Réciproquement, 
si (2) est réalisée, pour tous éléments a, bEG,on a 


X ab = (dLob)e (Xe) = ((dLo)v © (dLs)e) (Xe) = (dLo)b (X b), 
ce qui équivaut à (1). © 


De là il s'ensuit qu’une application linéaire X —> X, de l'espace g 
dans l'espace tangent T,. (G) est un isomorphisme. En effet, pour tout 
vecteur À € T. (G), l'application a + (dL,). A, a € G, est, comme 
il est aisé de le voir, un champ de vecteurs sur G (la vérification 
n'implique que la différentiabilité, laquelle résulte immédiatement 
de l'expression de cette application en coordonnées locales) jouissant 
de la propriété (1), donc il est invariant à gauche. Pour achever la 
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démonstration, il reste à remarquer que l'application T,(G) — g 
obtenue est visiblement réciproque de l'application X —+ X 

En principe, on identifiera l’espace g — 1(G) à l’espace T. (G) 
par l'application À —+ À.. 

Comme dim T,(G) = nr. où n — dim G, on voit, en particulier, 
que pour tout groupe de Lie G, l'espace g = 1(G) des champs de 
vecteurs invariants à gauche est de dimension finie égale à n = dim G. 


Soit .; (1) l'algèbre des fonctions différentiables sur une variété 
différentiable M. Pour toute fonction f E.7 (.W) et tout champ de 
vecteurs X E a(Af), la formule 


UX)a =f(a) Xa a EM. 


définit de toute évidence un champ de vecteurs /À € «a (.f), et, comme 
le montre une vérification immédiate. l’espace vectoriel «(.W) 
est un module sur l'algèbre .+ (A7) pour l'opération (f, X) —+ fX. 
Si ce module est un module libre de rang n, c’est-à-dire si sur ./ 
il existe un système À,, ..., X, de champs de vecteurs (base du 
# (1D-module a(M)) tel que tout champ de vecteurs ZX € c(.W/) se 
représente de façon unique sous la forme 


X=fXite..+fPXn 
où f!,...,f" E.F(M), alors la variété A est dite parallélisable. 


Proposition 1. Tout groupe de Lie G est parallélisable. 


Démonstration. Plus, nous prouverons que toute base 
X1..-., À, de l'espace vectoriel 1(G) est une base du .r (G)-module 
a(G). 

Pour tout point a € G, les vecteurs (X,),, ..., (X,), forment 
une base de l’espace vectoriel T, (G). Donc, tout vecteur X, d’un 
champ de vecteurs arbitraire À € a(G) se décompose de façon unique 
suivant les vecteurs (X,)4, ..., (X,).. Cela signifie que pour tout 
champ de vecteurs X € a(G), il existe des fonctions f': a ++ fi (a), 
a € G, telles que À =/fX,; +... +/f"X,. Il nous faut donc 
prouver seulement que f* €.#7(G) pour tous les #4 = 1, ..., n. 

Soit (U,z!,...,zx") une carte de la variété G. Les champs X,,... 
... XÂn étant différentiables, il existe sur U des fonctions diffé- 
rentiables Xi, ..., Xi, i — 1, ..., n, telles que 


Xj=X) + pour tout j—=1, ...,n. 


Vu, sous ces conditions, que pour tout point a € U, les vecteurs 
(À ar + + (Xn)a forment une base de l'espace T, (G), il vient 


det (X?) 0 sur U, 


30 LEÇON 2 


et, par suite, il existe sur U des fonctions différentiables Y® telles que 
XÏYŸ = 6, i,j,k—=1,...,n. 
Par hypothèse X — f/X;, et, par suite, 
X = fix) = 


7 Oxi ? 

autrement dit les fonctions f/X;, i = 1,...,n, sont les composantes 
du champ de vecteurs X dans le système de coordonnées locales 
xl. ..., x". donc elles sont différentiables. Mais 


J* = ff6; = (SX) Yi. 
et comme les fonctions f/X° et Y® sont différentiables, il s'ensuit que 
les fonctions f“ le sont aussi (sur L'). 


Etant différentiables sur tout voisinage U, les fonctions f* 
le sont sur la variété G tout entière. {: 


On rappelle qu’une courbe différentiable £ >  ({) sur une variété 
M est une courbe intégrale d'un champ de vecteurs si 


d' ? 
TER = À VL. 
Une courbe intégrale est dite maximale si elle n'est pas la restriction 
d'une courbe définie sur un plus long intervalle de l’axe réel. Du 
classique théorème d'existence et d’unicité de la solution d'un système 
d'équations différentielles à seconds membres différentiables et des 
propriétés élémentaires des espaces séparés, il s'ensuit immédiate- 
ment que si une variété À/ est séparée (ce qui, on le sait, est auto- 
matique pour un groupe de Lie), alors pour tout point a € M, il'eriste 
une courbe intégrale maximale œ, du champ X passant pour t — 0 par 
le point a, c'est-à-dire telle que ®, (0) = a. 

Le champ de vecteurs X est dit complet si pour tout point a € A, 
la courbe ®, est définie sur l'axe ? tout entier. 

Il est immédiat qu’une condition nécessaire et suffisante pour 
qu'un champ de vecteurs X sur un groupe de Lie G soit invariant à 
gauche est que pour deux points quelconques a, b EG l'on ait 


(3) Pub — L, 9 Ph: 

c'est-à-dire que @,8 (t) = ags(t}, t ER. En effet, pour tout a € G 
fixe, la formule 44 (t) = @a-18 (t) définit pour tout point bE G 
une courbe t — #, (t)qui passe par b pour t = Uet il est clair qu'en 
posant 


_ dŸy (£) 
Yi dt t=-0 ? 
on obtient un champ de vecteurs Y : b + Ÿ, sur G. Ceci étant, les 
règles de calcul des vecteurs tangents à des courbes différentiables 
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en tout point b € G nous donnent 


Y, = dYp (1) … d (LaPa-18 (1)) | … 
bd dt l1=0 dt t=0 


dq,- (4) » 
— (dLo)a-1b (—— |.) — (dLo)a-1o (À a-19). 


Si (3) est réalisée, donc 4, — œ, (et, par suite. ŸY, — X:). alors 
Xp = (dLi)a-16 (Xa-19) et, en particulier, X, = (dL,). (X.). Donc, 
le champ X est invariant à gauche. Réciproquement, si le champ X 
est invariant à gauche (donc vérifie la relation (1})), Ÿ, = X, pour 
tout point b EG, c'est-à-dire que Y = X. Or, il est clair que les 
courbes £ + 14, ({) sont des courbes intégrales du champ Y (qui sont 
automatiquement maximales), donc, en vertu de l’égalité Y = X, 
elles sont confondues aveclles courbes intégrales t{ + y (t) du champ 
X. Par conséquent, @, ({) = afa-14 (t), ce qui équivaut à (3). O 


Définition 2. Une courbe différentiable B: R — G est un sous- 
groupe à un paramètre d'un groupe de Lie G si 


BE+Ss) = B (t) P (5) 


pour tous t, SE R. En d'autres termes, un sous-groupe à un para- 
mètre est un homomorphisme du groupe additif ? des réels (traite 
comme un groupe de Lie) dans le groupe de Lie G. 

On observera qu'un sous-groupe à un paramètre n’est pas un 
sous-ensemble mais une application. 

Il est évident que tout sous-groupe à un paramètre B passe par 
l'unité e du groupe G pour t = 0: 


B (0) = e. 
Proposition 2. Tout sous-groupe à un paramètre $ est une courbe 
intégrale d'un champ de vecteurs X invariant à gauche. 
Démonstration. La formule 


Pat) = af(t), a EG, tER, 


définit sur G une courbe différentiable t + @, (t) passant par le 
point a pour { = 0. Posons 
__ da (1) 
X, — Lo 

Une vérification immédiate montre que l'application a ++ X, est 
différentiable, c’est-à-dire est un champ de vecteurs sur G et que les 
courbes ®, sont les courbes intégrales de ce champ. En particulier, 
pe. = B est une courbe intégrale. Enfin, le champ À est invariant 
à gauche, puisque 


Pa (4) = (ab) 6 (1) = a (bB (t)) = aps (t). D 
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La réciproque de la proposition 2 est également vraie. 


Proposition 3. La courbe intégrale maximale BP d'un champ de 
recteurs X € g invariant à gauche, qui passe par le point e pour t = 0, 
est un sous-groupe à un parametre d’un groupe de Lie G (et, en parti- 
culier, est définie sur R tout entier). 


Démonstration. Le champ X étant invariant à gauche, 
ses courbes intégrales œ, satisfont la relation (3). Donc, en parti- 
culier. l'intervalle 7, de 2? sur lequel est définie la courbe intégrale 
%, est confondu avec l'intervalle Z — Z,. sur lequel est définie la 
courbe intégrale f — p.. D'autre part, étant donné que pour tout 
s € ? fixe la courbe { > q. ({ — s) est visiblement une courbe inté- 
grale du champ À passant par le point b = qç.(s) et donc que 
Pets) = p,(t), il vient 
&) Bs+=B(+s = pt +S) = 

= Go () = bp (t) = ge (s) pe (0) = B (s) À (6) 
pour tous s, t € I tels que s — t € I. Pour prouver la proposition 3, 
il nous faut donc montrer seulement que la courbe $ est définie sur R 
tout entier, c'est-à-dire que Z = *?. 

Supposons que Z ÆR. Pour tout t{ € 3. il existe un entier nr tel 
que _ € I. Prolongeons la courbe $ à la droite 2 tout entière en 


posant 
t \% . 
B@=B(—) si -€r. 
Cette définition est correcte. En effet, si EI et _ € TJ, alors 


— € TI, et, par suite, en vertu de (4), 


t LE t m LE tt n me + m 

(+) = [8(-) | =[8(-5) | =6 (-.) ° 

Donc, la courbe B est prolongée à la droite 2 tout entière. Il est 

évident que cette courbe est différentiable et vérifie la relation 

(4) pour tous #, s € 2. c’est-à-dire est un sous-groupe à un paramètre. 

Si l'on prouve que la courbe B est une courbe intégrale du champ X 

sur la droite R tout entière, on sera conduit à une contradiction 
avec l'hypothèse 7 Æ 2. 

Soient {, €? eta=$ (to). L'action du vecteur tangent dBCo) 


à la courbe f en a sur la fonction *) f € ©, (G) est définie par la 


*) A étant une variété différentiable et a € M, on désigne par (), (M) 
l'ensemble des fonctions difjérentiables en a, c'est-à-dire définies et différentia- 
bles dans un voisinage (dépendant de la fonction considérée) du point a. (A propre- 
ment parler, par ©, (M) on devrait entendre l’espace vectoriel des germes, mais 
ne soyons pas trop pédants.) 

Par () (#{) on désignera l’ensemble des fonctions f définies et différentia- 
bles dans un ouvert W (f) =. (dépendant de la fonction envisagée). 
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formule 
dB (to) f— d (fo B) (t) 
dt dt t=te 
De façon analogue, le vecteur tangent -—— A D ene agit sur la fonction 
fEC,(G) à l’aide de la formule 


dB (O ; d(f°B) (t) 
dt EH dt t=0° 


Donc, pour toute fonction fEO,(G), on a 
df (0 dB (0 
[eaLa)e ED] = ÉQ (r La) = 


__ d(fo L,o BY(t) | __ df(aB(t)) 
EE dt = dt t=0 
_ df(B (t+to)) __4f(BG@) ___ dB (t0) f 
dt eo dt r=e, dt ° 


c'est-à-dire que 


dB (0 _d 
(dL,). po EU), 


Mais pour t € Z la courbe f est une courbe intégrale du champ À. 
En particulier, 
dB (0) 
dt 


D'autre part, l’invariance à gauche du champ X entraîne (dL,). À. = 


— X a — Xe (le)° Donc 


= Xp) = Xe. 


df (to) 
ZX qute) — RH 9 


de sorte que la courbe f est bien une courbe intégrale du champ de 
vecteurs X. O 


Corollaire. Tout champ de vecteurs invariant à gauche est complet. Ü 


En vertu des propositions 2 et 3, les champs invariants à gauche 
X E1(G) et les sous-groupes à un paramètre f sont en correspon- 
dance biunivoque. Donc, pour éléments de l’espace vectoriel 1(G), 
on peut, si l’on veut, prendre des sous-groupes à un paramètre. 

En combinant ce qui vient d’être dit on obtient le 


Théorème 1. L'espace g —1(G) admet les trois interprétations 
équivalentes suivantes: 


1) L'espace g est composé des champs de vecteurs X invariants à 
gauche sur le groupe de Lie G. 

IT) L'espace g est composé des vecteurs tangents À au groupe G au 
point e (l'unité du groupe G). 
3—01642 
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JI1) L'espace g est composé des sous-groupes à un paramètre f du 


groupe G. 
L'équivalence entre 1) et IT) est donnée par la correspondance 
X — X,, 
l’équivalence entre III) et I1), par la correspondance 
p— #0, 
et, enfin, l’équivalence entre 1) et III), par la correspondance 
Xe pe 


où +. est une courbe intégrale du champ X, passant par le point e pour 
t=0. 0 

La première et la deuxième interprétation définissent les opé- 
rations linéaires dans g pour lesquelles g est un espace vectoriel de 
dimension ». Nous montrerons dans la leçon 4 comment obtenir ces 
opérations linéaires pour la troisième interprétation. 


Soit D: G— H un homomorphisme de groupes de Lie. Etant 
donné que  (e) = e, la différentielle T,® = (dD), de cet homo- 
morphisme au point e est une application linéaire de l’espace T, (G) = 
= {(G) dans l’espace T, (4) = 1(H). 

Il est clair que les correspondances G — { (G), D — (dD), consti- 
tuent un foncteur 


(5) (: GR-DIFF —+ LIN, (2) 


de la catégorie GR-DIFF des groupes de Lie dans la catégorie LIN, (R) 
des espaces vectoriels de dimension finie sur le corps =. 


Définition 3. Le foncteur (5) sera appelé foncteur de Lie. Dans un 
but d'unification des notations, on désignera l'application (db), 
aussi par le symbole 1 (D). 

Nous avons défini l'application 1(%®) en traitant les espaces 
{ (G) comme des espaces tangents en e. Üne question se pose: com- 
ment définir l’application 1 (®) dans les autres interprétations? 

On rappelle que des champs de vecteurs X € a (WM)et Ÿ € « (M) 
sont par définition ®D-liés, où ® est une application différentiable 
de HZ sur #, si 


(6) Yon = (D), (Xe) Vale M. 


Si les champs de vecteurs sont interprétés comme des opérateurs 
différentiels linéaires /— Xf (de différentiations sur 17), la D-liaison 
signifie que toute fonction f (définie et différentiable sur un ouvert 
de la variété V) satisfait la-relation X{(f © D) — Yf o ®. 

Si ®: M—+N est un difféomorphisme, alors chaque champ 
Y € a(V) est D-lié au champ O*Y € c(W). 
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Proposition 4. Si les éléments des espaces 1 (G) sont traités comme 
des sous-groupes à un paramètre, l'application 1 (D) est donnée par la 


Jormule 
(D) (B) = ® e $. 


Pour tout champ de vecteurs invariant à gauche X E1(G) et tout 
homomorphisme D: G— H, il existe sur le groupe H un seul champ de 
vecteurs Ÿ invariant à gauche qui est D-lié au champ X. Si les espaces 
{ (G) sont interprétés comme des espaces de champs de vecteurs invariants 
à gauche, l'image 1(%) X du champ X €E1(G) par l'application 
1 (D) est précisément le champ ŸY. 


Démonstration. Par définition 


d d(Do 
(dy (<= Lo t )= De t=0 


Donc, si l’on identifie le sous-groupe à un paramètre B au vecteur 
A = EE , le sous-groupe à un paramètre Oo f s’identifie 
au vecteur ED). À = 1(®D)4. Ceci prouve la première proposition. 

La deuxième proposition résulte immédiatement du fait évident 
que pour les champs de vecteurs invariants à gauche À € 1(G) et 
Y € ( (AH), la relation (6) (pour M = Get N = H) équivaut à l'éga- 


lité 
le = (dD.) À. D 


Il est clair que les espaces T,(G) et T.(G.) sont confondus. 
Cela veut dire que 


1 (G) = 1 (G.). 


Donc, en étudiant un foncteur de Lie, on peut se limiter aux seuls 
groupes différentiables connexes G. 


Ilustrons les notions introduites sur un exemple concret im- 
portant. 


Rappelons préalablement quelques notions classiques d’algèbre 
qui seront constamment utilisées dans la suite. 

Soit X un corps arbitraire (pour nous ce sera le corps R des réels), 
et soit «# un espace vectoriel sur X. Supposons qu’à deux éléments 
zx, y E A est associé un troisième élément z € .£ noté xy et nommé 
produit des éléments x et y. Alors, chaque élément a € «4 définira 
deux applications 

L,:xz—ax, R,:1z7xa 


de # dans +. 


Définition 4. Un espace vectoriel { muni de la multiplication 
x, y —+ zy s'appelle algébre (sur le corps <) si pour tout élément 
3* 
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a € À les applications L,: #4 — 4 et R.: 4 — 4 sont linéaires, 
c'est-à-dire si 


(7) a(z+y)=az+ay, (z+y)a= zxa + ya 
pour tous éléments zx, y € # et 
(8) k(az) = a(kz), k(zra) = (kz)a 


pour tout élément x € 4 et tout élément k € *<. 

La condition (7) (combinée aux quatre premiers axiomes de l’es- 
pace vectoriel) signifie que l’espace 4 muni de l'addition et de la 
multiplication est un anneau. On peut donc dire qu'une algèbre 
est un anneau muni d'une structure d'espace vectoriel dans lequel 
est remplie la condition (8), c'est-à-dire la condition 


(9) k (zy) = (kz) y = x (ky) 


qui doit être réalisée pour tous éléments x, y € # et tout élément 

On appelle komomorphisme d'algèbres une application linéaire 
d'une algèbre dans une autre associant la multiplication à la multi- 
plication (i.e. est un homomorphisme d’anneaux). 

Il est clair que les algèbres (sur un corps K donné) et leurs homo- 
morphismes forment une catégorie qui sera désignée par ALG. 

Un sous-espace vectoriel & d’une algèbre 4 s'appelle sous-algèbre 
de 4 si zy € @ pour tous éléments x, y € #. Il est clair qu’une sous- 
algèbre est automatiquement une algèbre. 


Définition 5. Une algèbre munie d’une multiplication associative 
s'appelle algèbre associative. 

Les algèbres associatives forment une sous-catégorie complète 
ALG-ASS de la catégorie ALG. (Une sous-catégorie B d’une catégorie 
C est dite complète si pour tous objets B,, B, € B, chaque morphisme 
B, — B, de C appartient à B.) 

Toute sous-algèbre d’une algèbre associative est associative. 

Les algèbres associatives qui admettent une unité (c'est-à-dire 
un élément e tel que ae = ea = a pour tout élément a € 4) seront 
appelées algèbres unitaires. Elles forment une sous-catégorie complète 
ALG,-ASS de la catégorie ALG-ASS. 

L'algèbre des matrices “(n) est une algèbre unitaire. 

On dit qu'un élément a d’une algèbre unitaire #4 est inversible 
s’il existe dans 4 un élément a”! tel que aa”! = a-la = e. L’ensem- 
ble G (4) des éléments inversibles de l'algèbre #4 est visiblement 
un groupe pour la multiplication. 

Il est évident qu’un élément a est inversible si et seulement si 
l'opérateur linéaire L, l’est, c’est-à-dire si det L, 0 dans le cas où 
l'algèbre 4 est de dimension finie. 

Pour K = R il s'ensuit de là que si l'algèbre .4 est de dimension 
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Jinie, l'ensemble G (4) est ouvert dans 4 et, par suite, est une variété 
différentiable (de dimension x = dim #4). 

Donc, G (æ) est à la fois un groupe et une variété différentiable. 
La multiplication sur ce groupe étant bilinéaire, celui-ci est visible- 
ment différentiable et. par suite, est un groupe de Lie (cf. proposition 1 
de la leçon 1). 

Déterminons {(G (.4#)). 

Rappelons-nous à cet effet que pour tout espace vectoriel 7° de 
dimension finie (traité comme une variété différentiable) et pour 
tout point v € 7, l’espace tangent T,(Ÿ°) s'identifie canoniquement 
à 7°: l'isomorphisme 


(10) FT, (T) 


associe à tout vecteur a € 7 le vecteur tangent à la courbe ? — v + ta 
en t — 0. Donc, on a, en particulier, T,. (4) = 4. D'autre part, 
G(%4) étant ouvert dans 4, il vient T.(G(4)) = T.(.4). Donc 
(l’espace vectoriel 1 (G) est traité ici comme l’espace tangent T. (G)) 


(11) [(G(4)) = 4. 


Plaçons-nous dans le cadre des deux autres interprétations de 
l'espace 1(G) et essayons de discuter l'égalité (11). 

Soient 7° un espace vectoriel de dimension finie et A: 3 —#Ÿ 
un opérateur linéaire. L'opérateur À étant visiblement une applica- 
tion différentiable de la variété différentiable 7° dans elle-même, sa 
différentielle (dA4),: T,(5')—TA.(7) est définie en tout point 
v EF”. Par définition, cette différentielle associe au vecteur tangent 
en v à la courbe t — v + ta le vecteur tangent en Av à la courbe 
t—» À (v + ta) = Av +tAa. Ceci exprime que la différentielle 
(dA), est confondue avec l'opérateur À, puisque T,(7°) = 7° et 
Turf) =7. Donc, la différentielle d'un opérateur linéaire n'est 
autre que cet opérateur. 

CR voit, en particulier, que (dL,). = L, pour tout élément 
a € À. 

D'autre part, en vertu des identifications T,(7) = 7 et 
T 02°) = 7° ,tout champ de vecteurs X sur G(4) n’est rien d'autre 
qu'une application différentiable de G(4) sur 4. La condition 
d'invariance à gauche (1) pour le champ de vecteurs X ainsi traité 
est de la forme 


(12) À = Lao, où a, bEG (4), 


d'où il s'ensuit pour b = e que X, = L.X,., c'est-à-dire que le 
champ est de la forme a — ab, où b = X, € 4. Vu qu’un tel champ 
vérifie manifestement la condition (12), en modifiant les notations, 
on trouve que Les champs de vecteurs invariants à gauche G (4) — 4 
sur le groupe de Lie G (14) sont de la forme x > za, x EG (4), où a 
est un élément arbitraire de l'algèbre 4. 
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La discussion de l’égalité (11) dans le cadre de la troisième inter- 
prétation des vecteurs de 1(G(.4)), c'est-à-dire de leur interpré- 
tation comme des sous-groupes à un paramètre, implique l’intro- 
duction de quelques notions préliminaires. 


Une norme définie sur une algèbre { (sur le corps R) est dite 
multiplicative si 
ab << ITal-10 1 
quels que soient les éléments a, b € .4#. 


Lemme 1. Toute algèbre .4 de dimension finie sur le corps Rest 
munie d'une norme multiplicative. 


Démonstration. Si dans .4 est définie une base e,, ... 
... En, alors la formule 


(13) Hall = max (la |, ..., [a” |), 


où al, ..., a" sont les coordonnées de l'élément a dans la base 
Ejs + - +» En, définit manifestement une norme dans #. Nous allons 
montrer que si la base e,, ..., e, est convenablement choisie, la 
norme (13) est multiplicative. 

Supposons d'abord que la base e,, . .., e, est arbitraire et que 

k + OL — 
je = Cijérs hf k—=1,...,n. 

Pour tous éléments a = a'e; et b = b'e,. on a 


ab 11= llchatbée, 1 = max lchaibÿ| < 


n 
< Ÿ maxlc#|-max |aP|-max |b| = C-|lal|-1lb||, 
i,.3=1 kÀ P aq 


où C = n° max |c*; |. Donc, pour la norme 
4,3, À 


lall= À max (la |, ..., | al), 
où > C (cette norme est la norme (13) associée à la base _. Ep, - - 
1 no 2 az 
.., + En), on a l'inégalité 
C 
labll<- Halte l<1Ha le, 


c'est-à-dire que cette norme est multiplicative. Q 

A noter que dans le lemme 1 on ne suppose pas l’associativité 
de l'algèbre 4. 

Nous utiliserons cette remarque dans la suite. Pour l'instant 
appliquons le lemme 1 à une algèbre .# unitaire (d'unité e) associative 
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de dimension finie. Introduisons pour tout élément a € 4 la séri 


(14) e+ta+ +... + 


tan 
n | 


+ ... 


Cette série converge absolument pour toute norme multiplicative, 
c'est-à-dire que la série 

tran 
n | 


t°a® 
2 


lel+Htal- +... + 


converge (puisqu'elle est majorée par la série de e‘la4), Mais la 
démonstration classique (produite généralement pour les séries à 
termes scalaires mais valable in exrtenso pour les séries à termes vecto- 
riels) montre que toute série absolument convergente est convergente 
(en norme, donc en coordonnées dans un espace vectoriel de dimen- 
sion finie). Donc, /a série (14) converge. 

La somme de la série (14) est désignée par e!“, et la fonction 
tel à valeurs dans & est dite fonction exponentielle dans l'algèbre 4. 
(La lettre e n’a manifestement rien de commun avec l’unité e de 
l'algèbre 4.) 

En particulier, pour #{ = 2 (nr), on obtient la fonction exponen- 
lielle matricielle t — e!4, À ER (n). 

On peut reproduire pratiquement toutes les constructions de 
l'analyse élémentaire pour les fonctions t — a (t) à valeurs dans .4. 
Par exemple, la dérivée t —> a’(t) de la fonction { —+ a (t) est donnée 
par la formule 


1 im 2UHAt)—a (1) 
(15) a” (t)= lim — — 


at—0 
et si la fonction { — a (t) est suffisamment différentiable, alirs 
(16) a(t) = a (to) + ( — to) à (to) + O (t — to)°. 


Dans le même temps, toute fonction t > a (t) peut être traitée 
comme une courbe dans .#4 munie d’une structure de variété diffé- 
da (t) 

dt 
tangent en t et qui, en vertu de l'’isomorphisme (10), peut être regardé 
comme un vecteur de 4. 

Il apparaît que ces deux définitions sont équivalentes, c'est-à-dire 

que 


rentiable et l’on peut ainsi envisager le vecteur qui lui est 


a'(t)= “2 pour tout 1. 


En effet, en vertu de la formule (15), le vecteur tangent à la courbe 
{— a (t) au point t = f{, est confondu avec le vecteur tangent à la 
courbe t — a (to) +— (t — t,) a’(to), qui, en vertu de l’isomorphisme 
(10), s’identifie au vecteur a'’({t,). CO 
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Mais la définition (15) est indiscutablement plus commode en 
pratique, car elle donne immédiatement toutes les formules usuelles 
du calcul différentiel (par exemple, la formule de dérivation du 
produit (a(t)b(t)) = a’(t)b(t) + a(t) b’(t)) si seulement sont 
prises les précautions dues à une éventuelle non-commutativité de 
la multiplication dans l'algèbre 4 (si tel est le cas, la formule de la 
dérivée de la fonction { — a”! (t) devient (a-! (t)) = —a"! (t) x 
X a’(t) a”! (t)). 

Si les valeurs d’une fonction { — a (t) à valeurs dans 4 commu- 
tent, c'est-à-dire si a (t)a(s) = a(s)a(t) pour tous ? et s, alors 
aucune restriction n’est à faire. Donc, en particulier, pour tout poly- 
nôme 


f(X)= a +aX+...+a,X" 


et toute fonction a —+ a (t) à valeurs dans .{ dont les valeurs commu- 
tent, on a la formule 


(47) + f(a(#))=f" (a (#)) a’ (0), 


ou 


f(X)=m+2a+... + mamÂ""1. 


Cette formule est valable aussi lorsque j (X) est la somme de la 
série entière 


(18) f(X)=a+aX+...+axXT +... 


puisque la permutation des deux passages à la limite est visiblement 
légitime (à condition bien sûr que || a (t) || soit situé dans le disque 
de convergence de la série (18)). 

Les séries de fonctions à valeurs dans {4 sont justiciables aussi 
des règles usuelles de dérivation terme à terme. C’est le cas notam- 
ment de la série (14). Donc 


deta o i-lan …. 
ai =a<+ia + ... Tant. 


= (e+ta+... ++ .….]= ae. 
(a—1)1: 


Par conséquent, la fonction exponentielle t — e"est telle que 


(19) = ae! 
pour tout t. 

De là il s'ensuit que La solution (à valeurs dans 4) de l'équation 
différentielle 
dz (t 
(20) 0 


= ax (t) 
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vérifiant la condition initiale 
z(0)=c 
est définie par la formule 
x (t) = etc. 


En effet, en vertu de la formule (17), 
z'(t) = (e“)'c = aec = ax (t) 


et z (0) = c. D'autre part, l'équation (20) se ramène à un système 
d'équations différentielles linéaires à coefficients constants; donc 
elle admet une solution z (t) et une seule. [ 


Il est aisé de voir maintenant que pour tous sett,on a 
(21) et» = elsera, 


En effet, pour tout s fixe, la fonction t ++ x (t) = elt*** est solution 
de l'équation (20) avec la condition initiale x (0) = e“. Donc, 
r(t) = ee, CO 

De la relation (21) il s'ensuit, en particulier, que La fonction t —+ el" 
est une fonction à valeurs commutables. Donc (cf. formule (17)) pour 
toute série entière (18), on a 


(22) À f (et) = f'(et°) gets 
(à condition bien sûr que la série de f (e“*) converge absolument)- 


Revenons maintenant à l'espace vectoriel { (G) pour G = G (4). 

Les sous-groupes à un paramètre du groupe G (4) ne sont rien: 
d'autre que des fonctions x — x (t) différentiables à valeurs dans 4, 
vérifiant la relation 


(23) z(s+t)=z(s)z(t). s,tER. 


D'après ce qui précède, on trouve sans aucune peine la solution de 
cette équation fonctionnelle. En effet, en dérivant la relation (23) 
par rapport à s et en posant ensuite s — 0, on retrouve pour x (t} 
l'équation différentielle (20) avec a = x’(0). Donc, en tenant compte- 
de la condition initiale x (0) = e, on trouve x (t) = e*“. Vu qu'en 
vertu de (21), cette solution vérifie (23), il vient que fout sous-groupe 
à un paramètre du groupe G (A) est de la forme t + e“°. 

En désignant le sous-groupe à un paramètre t — e** par f,, on 
obtient la correspondance biunivoque a f, entre les éléments 
de l’algèbre {4 et les sous-groupes à un paramètre du groupe de Lie- 
G (x). Ceci n’est autre que la correspondance (11) de la troisième 
interprétation. 
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Groupes de Lie des matrices admettant la construction de 
Cayley.— Généralisation de la construction de Cayley.— 
— Groupes possédant des In-images.— Algèbres de Lie.— 
Exemples d'algèbres de Lie.— Algèbres de Lie des champs 
de vecteurs.— Algèbre de Lie des groupes de Lie.— Exem- 
ple: l’algèbre de Lie du groupe des éléments inversibles d'une 
algèbre associative.— Groupes de Lie localement isomor- 
phes.— Groupuscules de Lie.— Foncteur de Lie sur la caté- 
gorie des groupuscules de Lie. 


Les résultats obtenus à la fin de la leçon précédente s'étendent mani- 
festement au groupe linéaire complet GL (n) = G (R (n)). On voit, 
en particulier, que les fonctions exponentielles matricielles t —+ e'4 
-et elles seules sont des sous-groupes à un paramètre du groupe GL (n). 


Définition 1. On dira qu'un sous-groupe G du groupe GL (n) est 
un groupe de Lie de matrices si: 

a) G est muni d’une structure différentiable pour laquelle il 
est un groupe de Lie; 

b) l’injection 1: G— GL (n) est différentiable (et, par suite, 
est un homomorphisme de groupes de Lie). 

Tout sous-groupe à un paramètre du groupe G est nécessairement 
un sous-groupe à un paramètre du groupe GL (7), donc est de la 
forme t—+ et. Ceci définit une injection 1 (G) —+ 1 (GL (7)) = 
= R (n) qui n’est autre (cf. proposition » de la leçon 2) que l’applica- 
tion {(1). Donc, l’espace vectoriel g — 1 (G) s'identifie canonigue- 
ment à un sous-espace de l’espace vectoriel R (n). 

Tout groupe admettant la construction de Cayley (cf. leçon 1), 
par exemple le groupe O,(n) des matrices J-orthogonales, est un 
matriciel { —+ e!4 est un sous-groupe à un paramètre du groupe 
‘O,(n) si et seulement si pour touttEX,ona 


(et A)TJetA = J. 
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En dérivant par rapport à t et en posant t = O0, on obtient la relation 
A'J + JA = 0, 


qui exprime que la matrice À est une matrice J-antisymétrique. 
Réciproquement, pour toute matrice À J-antisymétrique, l’applica- 
tion { et est un sous-groupe à un paramètre du groupe O,(n). 
Pour établir ce fait, on se servira de l’analogue matriciel de la 
formule classique élémentaire 
. a m 
= lim (1++)". 
Montrons (en remplaçant 1 par e) que cette formule est valable dans 
toute algèbre esspclatibe de dimension finie. En effet, comme 


D. (RE 1 1 
—(* )= ..m "KL SKI) 
———.,——” 
k facteurs 


il vient pour toute norme multiplicative 


ee) IS (Ex (nel 


k=0 
en (le 
donc 
imfe(e+s)" 0 
Car . 


On voit que pour tout t 


Jeta=J lim (E+ = limJ (E+ #)"- 
= lin (EH) 7e eat 


car Jf (4) = f (—A')J pour tout polynôme f (A) de la matrice À. 
Donc 


(etA)T JetA — (etA)T e-tATJ = J, 


de sorte que e!4 € O,(n). 
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Ceci prouve que pour le groupe Ojg(n), l'espace vectoriel des 
matrices J-antisymétriques est le sous-espace 1(O,(n)) de l’espace 
R (7). 

En comparant cette assertion avec le résultat obtenu dans l’exem- 
ple 7 de la leçon 1, on constate que le sous-espace 1 (Oj(n)) est con- 
Jondu avec la Cayley-image du groupe Oj(n). Il s'avère que c'est 
un fait général. 


Proposition Î{. Si un groupe de matrices GC GL (nr) admet la 
construction de Cayley (donc est un groupe de Lie de matrices), l'espace 
vectoriel 1(G) est confondu avec la Cayley-image G* du groupe G. 

Démonstration. Supposons que À € 1 (G), c'est-à-dire 
que l'application { + et est un sous-groupe à un paramètre du 
groupe G. L'ensemble G° des matrices non singulières de G étant 
un voisinage de l'unité Æ du groupe G, il existe un 8 >> 0 tel que 
pour [{ [<e, la matrice e‘A est non singulière et, par suite, est 
définie sa Cayley-image 


(etA)# — (E — e!A) (E + etA)-1 E G*. 
L'espace G* étant vectoriel, il contient aussi la matrice 


d (etA)# = ji (etA)# 
Mais, d'autre part 


tA\# tAy-1 
a) _ — AetA (E+et4)1+ (E—et4) LEE, 
donc 
d (e!A)# : 1 
dt t=0 — 7 4; 


et, par suite, 4 € G*. 
Ceci prouve que 1(G)€ G#, donc que 1(G) = G*, puisque 
les espaces vectoriels { (G) et G* sont de même dimension (dim G). O 


D'après les exemples traités dans la leçon 1, il résulte de la pro- 
position 1 que les éléments de l'espace 1 (G) sont: 

les matrices antisymétriques d'ordre n pour le groupe orthogonal 
O (n) (ou, ce qui est équivalent, pour le groupe SO (n)); 

les matrices de la forme 


A B 

C—AT) 
où B et C sont des matrices symétriques d'ordre m et À, une matrice 
arbitraire, pour le groupe symplectique réel Sp (m, ?); 
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les matrices de la forme 
A —C 
(c s) 
où A est antisymétrique et C, symétrique, pour le groupe symplectique 


orthogonal Sp (m) ( O (2m); 
les matrices antihermitiennes pour le groupe unitaire LU (n): 


les matrices 
A BP 
C x) 


où B et C sont des matrices hermitiennes d'ordre m et À, une matric 
arbitraire, pour le groupe Up (m); 


les matrices 
| 
B A 


où À est une matrice antihermitienne et B, une matrice symétrique 
d'ordre m, pour le groupe symplectique Sp (m). O 


L'affirmation qu'un groupe admettant la construction de Cayley 
est un groupe de Lie de matrices n'est pas intrinsèquement liée à 
l'application de Cayley À — A*# et peut être généralisée. 

Comme plus haut, il nous sera plus commode d'identifier l’espa- 
ce R"° à l'espace R(n) des matrices carrées d'ordre n. 


Proposition 2. Un sous-groupe G du groupe GL (n) est un groupe 
de Lie de matrices s'il existe un difféomorphisme f: V — Ÿ d'un voi- 
sinage V de la matrice unité du groupe GL (n) sur un ensemble ouvert 
V de l'espace R(n), tel que l’ensemble f (G f V) soit l'intersection de 
l'ensemble V et d'un sous-espace vectoriel G# de l'espace R (n): 


f(GNnV)=6G# nv. 


Démonstration. Supposons que m — dim G*# et que 
ç: G# — R" est un isomorphisme quelconque de G* sur 2”. Sup- 


posons par ailleurs que U=GfNVet Ü = p(G* fN V). Alors l’en- 
semble U est un ouvert de 2" et l'application À — œ o f est une 


application bijective de U sur U. En d’autres termes, le couple (L’, k) 
est une carte sur G. 

Supposons maintenant que À est une matrice arbitraire de G et 
que VU, = LA(U) et hs = ho L4. Le couple (U14, hkA) est aussi 
une carte sur G. Comme À E U,, les ensembles L’, recouvrent G. 
D'autre part, si UANUs# @, l'application k4ohkX sur 
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Ra (Ua N U3) sera la restriction du difféomorphisme 
ho Lg oLaoh"=qofeLgiaef"e gp, 
donc sera elle-même un difféomorphisme. Par conséquent, les cartes 


(U 4, kA) forment un atlas. Ceci munit G d’une structure différen- 
tiable pour laquelle G est visiblement un groupe de Lie de matrices. 


Le cas d’un groupe admettant la construction de Cayley s'obtient 
lorsque V est l’ensemble des matrices non singulières de G et l’ap- 
plication f: V—+V, l'application de Cayley (et, par suite, l’espace 
vectoriel G# est la Cayley-image du groupe G 

La proposition 1 s'étend aussi au cas général traité si l’on exige 
que le difféomorphisme f: V — V soit analytique, c’est-à-dire si 
sont remplies les conditions suivantes: 

a) il existe un nombre R et une norme matricielle || {|| tels que 
| À — E || <_R pour toute matrice À € V: 

b) il existe une série 

f{G)=a+m(z—-1)+... +an(c—1"+..., 
convergente pour | z — 1 | < _R, telle que pour toute matrice 4 € V 

J(4A)=aËE +a(4—E)+...+an(A — E}" + ... 
(cette égalité a un sens en raison de la condition a)); 

c) le nombre a, = f’(1) est non nul. 


Proposition 3. Si pour un sous-groupe G du groupe GL (n), il 


existe un difféomorphisme analytique f: V —- V remplissant les condi- 
tions de la proposition 2, alors l'espace vectoriel 1 (G) est confondu avec 
l’espace vectoriel G* de la proposition 2. 

Démonstration (comparer avec la démonstration de la 
proposition 1). Soient t —> e‘Â un sous-groupe à un paramètre du 
groupe G, & > O0 un nombre tel que la matrice et appartienne à V 
pour |é LE e. Alors AE G NV, et, par suite, f (et4) EG M V. 
Donc À ces L EG# et, en particulier, 


df (e‘À) 


ps < 
dt 1-0 € 6 ° 
Or, la formule (22) de la leçon précédente nous dit que 
tA 
HELD] = f'(et4) AetAlio= a 4, 


puisque 
J()=œ+2a(z2—1)+... + man (z— 1) +... 
et donc f'(£) = a.,E. Par conséquent, a,A € G# et À € G*, puisque 
par hypothèse a, 0. 
Ceci prouve que 1(G)E G%*. Donc 1(G) = G*, puisque ces 
espaces sont de mème dimension. [] 
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Pour expliciter le difféomorphisme f, considérons la série matri- 
cielle 


In A=(A—E)——+ (A—EP +... + NT (4 pp + . 


qui converge pour || À — E || << 1 (où || {| est une norme matri- 
cielle multiplicative, par exemple la norme || À || = n- max aij). 


Un calcul trivial répétant un calcul classique sur les séries numéri- 
ques montre que el 4 — À pour || À — E || << { (c'est-à-dire lors- 
que la matrice In À est définie). 

Il est intéressant de noter au contraire que l'égalité 1n e4 — 4 
peut ne pas être réalisée méme lorsque la matrice In e est définie 
(en ce sens que la série In B converge pour la matrice B = e). 


En effet, si 
! (, —6 
= 2 
a=(, 7) 


un calcul immédiat montre que 


‘ ( — sin 0 
sine cos ;) 


et, par suite, ei — E pour 8 = 2x. Donc, la matrice In e4 est défi- 
nie et égale à 0 et non pas à À. 

Du reste, cette situation se présente aussi pour les nombres coim- 
plexes. Par exemple, ei = { et In ei — 0. La cause est connue. 
La condition | e — 1 | < 1 définit dans le plan de la variable com- 
plexe : — x + iy un système dénombrable de domaines se dédui- 
sant l’un de l’autre par des translations de vecteur 2xi, le domaine 


contenu dans la bande | y | < 5 étant borné par la courbe e*— 
= 2 cos y (cf. figure). Par ailleurs, la transformation formelle de Ja 
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série de In e* en la série de z n’a de sens, de même du reste que toute 
transformation des séries, que dans le disque de convergence corres- 
pondant, qui dans le cas étudié est le plus grand disque de centre 
Zo = O à être contenu dans le domaine envisagé. Comme le rayon 
de ce disque est égal à In 2 (ce qui est immédiat), l'égalité 1n e° = z 
n'est sûrement réalisée que pour | z | < In 2. 

Il est désormais clair que ces mêmes transformations formelles 
conviennent aussi pour la série In e et par suite l'égalité 1n e4 = A 
a lieu à fortiori pour || À || << In 2. 

On a ainsi prouvé que l'application In: À —+ In À est un difféo- 
morphisme d'un voisinage V de la matrice unité du groupe GL (7) 


sur un voisinage Ÿ de la matrice nulle de l'espace vectoriel R(7) 
{le difféomorphisme réciproque étant exp: À + ei). 

On dira qu'un sous-groupe G & GL (n) admet une in-image si dans 
R(n) il existe un sous-espace vectoriel GP (lire G bémol) tel que 
In (GG NV) = @nN y. 

Un tel sous-groupe est un groupe de Lie de matrices en vertu de la 
proposition 2 et l’espace G est confondu avec l'espace g = 1 (G) 
en vertu de la proposition 3. 

Contrairement à la construction de Cayley, cette construction 
permet de prouver immédiatement que les groupes SL(n) et SU(n) 
des matrices unimodulaires sont des groupes de Lie de matrices. En 
effet, il est classique que det e4 = eTrA, où Tr À est la trace de Ia 
matrice À (c’est-à-dire la somme de ses éléments diagonaux). Donc, 
la condition d’unimodularité de la matrice e< est équivalente à la 
condition linéaire Tr A = 0. ( 

(On voit aisément qu'il suffit de démontrer l'égalité det e4 = 
— €eTr À uniquement pour les matrices de Jordan ou, à la rigueur, 
triangulaires. Mais, pour une telle matrice, la matrice e4 est aussi 
triangulaire et ses éléments diagonaux sont de la forme e°1, ... 
..., €, OÙ Gy, - - - An SOnt les éléments diagonaux de la matrice 
A. Donc, det e4 — e°1... e°n — eit-+°n — eTr À.) 

L'avantage essentiel de la In-construction sur la construction de 
Cayley réside dans son universalité. 


Proposition 4. Tout groupe de Lie de matrices G 1dmet une \n-image. 
Démonstration. D’après ce qui a été dit plus haut, le 


seul prétendant au rôle de GP est l’espace vectoriel 1(G). Montrons 
qu'il possède effectivement la qualité requise. 


Soient comme plus haut V et V des voisinages respectivement de 
la matrice unité et de la matrice nulle, tels que la fonction À —+ In À 


définisse le difféomorphisme In: V —+ Ÿ de difféomorphisme réci- 
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proque exp: V + V. Pour toute matrice À €1 (G) N Ÿ on a alors 
eA EG NV (puisque etA EG pour tout ft). Comme IneA = 4, il 
vient que ((G) f| ÿ & In (G N ?). 

Réciproquement, supposons que B € G MN V. Alors est définie la 


matrice À = In B € V. Considérons sur GL (n) le champ de vec- 
teurs invariant à gauche Y : P —+ PA. La restriction À = Y|c du 
champ Ÿ à G est manifestement un champ de vecteurs différentiable 
invariant à gauche sur, G (est un élément de l’espace 1((G)) qui est 
t-lié au champ Ÿ, où t: G—+ GL (7) est une injection. En vertu 
de la proposition 4 de la’ leçon 2, cela signifie que 1{(1)X = Y. 
Donc, en vertu des identifications générales, le champ ZX s'identifie 
à la matrice 4. Donc AE€((G). Ce qui prouve que In(G NV) 


c 1(G) NV. 
En définitive In(GNV)=1(G NV C.q.f.d. O 


Donc, un groupe de matrices est un groupe de Lie si et seulement 
s'il admet une In-image. Le passage à la In-image pour ainsi dire li- 
néarise le groupe, ce qui a pour effet d’en faciliter l’étude. Etant don- 
né que l’espace 1(G) (qui est confondu avec sa In-image pour les 
groupes de matrices) est défini pour tout groupe de Lie, il est logi- 
que d’escompter que le foncteur de Lie 1(: G:-+1((G) joue en théo- 
rie des groupes de Lie un rôle similaire à celui du foncteur In en 
théorie des groupes de Lie de matrices. Il s’avère que c’est bien le 
cas et ce fait est la pierre angulaire de la théorie des groupes de 
Lie. Notre ouvrage sera consacré essentiellement à l'examen de ces 
problèmes. 


…. Définition{2. On appelle algèbre de Lie une algèbre g munie d'une 
loi de ‘ultiplication anticommutative, c’est-à-dire que 


| Zy — —Yrs NV, y Es 
et itelle que pour itout/ triple (x, y,z) de g l’on ait la relation 
(1) (zy) 2 + (yz) x + (zx) y = 0, 


dite: identité de Jacobt, 

Les algèbres de Lie sont généralement désignées par des lettres 
gothiques minuscules. 

Pour tout élément a d’une algèbre de Lie g, les applications L, et 
R, ne diffèrent que‘ par leur signe (L, = —R,). L'application L, 
est généralement désignée par ad a pour les algèbres de Lie. 

Comme les algèbres associatives, les algèbres de Lie forment une 
sous-catégorie complète de la catégorie ALG. 

Nous désignerons cette sous-catégorie par ALG-LIE. 

Les algèbres de Lie à dimension finie sur le corps R occuperont 
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une place privilégiée dans notre exposé. Elles forment une catégorie 
désignée par ALG,;-LIE. 

Observons que toute sous-algèbre d’une algèbre de Lie est une 
algèbre de Lie. 


La construction suivante nous permet d’obtenir un grand nombre 
d’'algèbres de Lie. 
Soit # une algèbre associative arbitraire. 
Le crochet de Lie de deux éléments x, y € 4 se définit par la 
formule 
(x, y] = xzy — yz. 


Il est clair que [x, y] = —[{y, x]. Par ailleurs, 
(fx, y}, 2] + (y, 2l, x] + [fz, xl, yl = 
= (zy — yz) 2 — 2 (xy — yz) + (yz — 2y) x — x (ys — zy) + 
+ (az — x2) y — y (zx — x) = 0 


pour tout triple (x, y, z) de «#4. Ceci exprime que 4 est une algèbre 
de Lie pour l'opération x, y > {x, y] (qui est visiblement linéaire en 
z et y). Cette algèbre sera appelée algébre de Lie des commutateurs de 
l'algèbre associative 4 et notée [4]. 

Etant donné que tout homomorphisme d'algèbres associatives 
est manifestement un homomorphisme des algèbres des commuta- 
teurs correspondantes, la correspondance 4 —> [4] est un foncteur 
de la catégorie ALG-ASS dans la catégorie ALG-LIE. 

Il est souvent commode de désigner par {x, y] le produit dans 
une algèbre de Lie quelconque (qui n’est l'algèbre de Lie des commu- 
tateurs d'aucune algébre associative). 

Dans ces notations, l'application ad a: g — g, g étant une 
alsèbre de Lie quelconque, sera définie par la formule 


(ada)z = fa, xl, a, xE£a. 


Un exemple d’algèbre de Lie des commutateurs est l’algèbre de 
Lie des commutateurs [End 7] de l'algèbre associative End 7 des 
endomorphismes (opérateurs linéaires) d’un espace vectoriel 7”. 
Lorsque Ÿ° est une algèbre (pas forcément associative), l'algèbre 
[End ;”] contient le sous-espace vectoriel (7°) des dérivations de 
l'algèbre 7”, c'est-à-dire des applications linéaires D : 7° —+ 7”, telles 
que 

D (xy) = Dz:y + z-Dy 
pour tous x, y € 7’. Un calcul immédiat montre que pour tous D,;, 
D, € S (7°), le crochet de Lie [D,, D,] = D,D, — D,D, € Z (T°), 
c'est-à-dire que l'espace vectoriel Z (7°) est une sous-algèbre de 
l'algèbre de Lie [End 7°]. Donc, pour toute algèbre $”, l'espace vectoriel 
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Z(F') est une algèbre de Lie pour l'opération D,, D, —> DD; — 
— D,D.. 

Soit maintenant g une algèbre de Lie arbitraire dont la loi de 
multiplication est désignée par {x, y]. 

L'’anticommutativité nous permet d'écrire l'identité de Jacobi 
(1) sous les formes suivantes : 


la, (x, yll = (la, x], y] + [z{a, yll, a, x, y ES, 
[la, b]l, xl = [a, (b, xl] — (6, [a, xl], a, b, xEs. 


La première de ces identités exprime que pour tout élément a €3g 
l'application 
(ad a)z={la, xl, z€sg, 


est une dérivation de l'algèbre de Lie g, la deuxième, que l’applica- 
tion a — ad a de l'algèbre de Lie g dans l'algèbre de Lie (9) est 
un homomorphisme. 

Les dérivations de la forme ad a s'appellent dérivations intérieu- 
res de l’algèbre de Lie g. On voit donc que l’ensemble ad g des dé- 
rivations intérieures d'une algebre de Lie g est une algèbre de Lie ima- 
ge de g par un homomorphisme. 


En théorie des variétés différentiables, les algèbres de Lie (sur 
R) apparaissent comme des algèbres de champs de vecteurs. 

Soient À] une variété différertiable arbitraire, a(M), un espace 
vectoriel de champs de vecteurs sur .l/. On rappelle que tout champ 
XEa(M) peut être traité comme une dérivation sur #f (un opé- 
rateur différentiel linéaire), c’est-à-dire comme une loi associant à 
tout ouvert U & M la dérivation Xu de l'algèbre .7 (U) des fonc- 
tions différentiables sur Ü et telle que pour tout ouvert V & U et 
toute fonction f € 7 (U) l’on ait X+ (f |y) = (Xxf) lv. Donc, pour 
tous champs X, Ÿ € a (M) et tout ouvert U © M est définie la dé- 
rivation [Xu, Yu] de l'algèbre 7 (U). Les dérivations [X&, Yu} 
forment un champ de vecteurs, puisqu'il est immédiat que pour tout 
ouvert Ÿ € U et toute fonction f E.F(U),on a 


[X y, Y y] U lv) = (LXL, Yul flv. 
Définition 3. Un champ de vecteurs sur { associant à tout ouvert 


UC M la dérivation [Xu, Yul de l'algèbre .# (U) est dit crochet 
de Lie des champs X et Y et noté par le symbole [X, Y]. Donc, par 


définition! 
IX, Ylu = [Xu, Yul. 


Il est évident que l’espace vectoriel c(W) est une algèbre de Lie 
pour l'opération X,Ÿ ++ [X, Y1. Cette algèbre s'appelle algèbre de 
Lie des champs de vecteurs sur la variété M. Cette algèbre est générale- 
ment de dimension infinie. 


e 
4® 
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Un calcul immédiat nous montre que dans toute carte (U, x!, 

.., z") les composantes {X, YT', i = 1, ..., n, du champ [X, y] 
s'erpriment en fonction des composantes Xi, Y',i=1,...,n, des 
champs X et Y à l’aide de la formule 

. 0Y! . OX . 
(2) [X. Yli= X! PS er L, j=AÀ, es 72 
En effet, 
[X, YJ'=[IX, YJzi=X(Yzi)—Y (Xzi)= 


=Xx()-Y(xH=x y D 


0x) 


On montre avec la même aisance que si, O étant une application 
différentiable de M sur N, des champs de vecteurs X et Y sur M sont 
D-liés respectivement à des champs X' et Y’ sur N, le champ [X, Y] 
l'est aussi à [X”, Y”]. En effet, la D-liaison des champs X,Y et X”, 
Y” exprime que pour toute fonction Î (définie et différentiable sur un 
ouvert de la variété NV), on a 


X(foD)= X’foDetY (fo D) = Y'fo À. 
Mais alors 
[X, YIfoD)=X(THeD)—Y(X (fe D)) = 
= X (Y'foD)—Y(X'fe D) — 
= X'"(Y'f})e D — Y’(X"f) o D — 
= [X", Y‘Ifo ®, 


donc, les champs [X, Y] et [X”, Y’] sont D-liés aussi. D 
On constate, en particulier, que pour tout difféomorphisme O: 


M —= N, on a 
D* [X, Y] = [D*°X, D*Y1], 


où X, Ÿ sont des champs de vecteurs arbitraires sur la variété {V. 

De là il s'ensuit immédiatement que le crochet de Lie {X, Y] de 
deux champs de vecteurs X et Ÿ invariants à gauche sur un groupe de 
Lie G est aussi un champ de vecteurs invariant à gauche. Cela signifie 
que l’espace vectoriel g = ({(G) des champs de vecteurs invariants 
à gauche est une sous-algèbre de l’algèbre de Lie a(G) des champs 
de vecteurs, donc est lui-même une algèbre de Lie. 


Définition 4. L'algèbre’ de Lie g — [(G) sur R s'appelle algébre 
de Lie du groupe de Lie G. 

Signalons que nous avons construit le crochet de Lie [{X, Y] sur 
l’espace vectoriel 1(G) en nous plaçant dans le cadre de la première 
interprétation de cet espace. Il n'existe aucune construction immé- 
diate dans le cadre de la deuxième interprétation (1(G) = T, (G)). 
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Nous verrons plus loin comment obtenir le crochet de Lie dans la 
troisième interprétation (c’est-à-dire lorsque les éléments de l’espa- 
ce 1(G) sont traités comme des sous-groupes à un paramètre). 

On sait que tout homomorphisme D: G— H de groupes de Lie 
induit une application linéaire 1(D): ((G) —1(Æ) telle que 
pour tout champ de vecteurs X € ((G) le champ 1(®) X € 1(H) 
est D-lié au champ X. Donc, cette application est un homomorphis- 
me d’algèbres de Lie. 

Ainsi, le foncteur de Lie 1: GR-DIFF — LIN, (R) est bien un 
foncteur 

{: GR-DIFF —+ ALG/,-LIE 


de la catégorie des groupes de Lie dans la catégorie ALG,-LIE des 
algèbres de Lie sur R de dimension finie (plus exactement, le fonc- 
teur GR-DIFF — LIN,(R) est le composé du foncteur GR-DIFF + 
— ALG/;-LIE et du foncteur d'annihilation ALG,-LIE — LIN; (R)). 


Calculons le crochet de Lie pour les groupes de Lie de matrices. 
Etant donné que pour tout groupe de Lie de matrices G, l'algèbre 
{((G) est visiblement une sous-algèbre de l'algèbre | (GL (n)) = 
= g{(n), il nous suffit de calculer ce crochet seulement sur l’al- 
gèbre gi(n). 

Nous ferons les calculs directement pour un groupe arbitraire 
G (4), où 4 est une algèbre associative de dimension finie. 

On a établi dans la leçon 2 que l’espace vectoriel 1(G), où G = 
= G(x4), s’identifie canoniquement à l'espace vectoriel 4, cette 
identification associant à un élément a € #4 un champ de vecteurs 
invariant à gauche sur G (4) de la forme x za, xEG(4) (ce 
champ est traité comme une application de G (4) sur 4). 

Soit e,, ..., e, une base arbitraire de l'algèbre 4 et supposons 
comme dans la leçon 2 que 


eie] — Cijen d, J, k — 1, so À 


où ch; N- R. Les coordonnées x}, ., z' des éléments de l’algèbre .# 
dans la base e,, ..., e, sont des ‘coordonnées locales en tout point 


zEG(A) et de plus la base (5 9 ) ... (5). de l’espace tangent 


Te (G (.4)) qui leur est associée est l’image de la base e,, ..., ex 
par l'identification T,.(G(.4)) = 4. Donc, l'identification des 
champs de vecteurs sur G (4) aux applications G(4) — 4 associe 


le champ de vecteurs À — x à l'application z — X'e;. 
Comme ra = ct'a*e, pour x = z'ey, a = a*e,, il s'ensuit de 
là que le champ de vecteurs invariant à gauche X : x za associé à 


a € 4 admet dans la base vs >... = —, les coordonnées 


= chixiat, 
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Donc, les coordonnées [X, Y]! du crochet de Lie de tous champs 
de vecteurs À et Ÿ invariants à gauche sur G (4) seront définies par 
la formule 


5) @i oX! 
1 yh OY _ yr 9X! 
[X, YJ'=xX TR Y SR 
= chzia.cl mb” — c,z'b . Cm” = 
= cl, (ck,z'a?) bm — ct, (ck-z'b}) a”, 


où a et b sont les éléments de l’algèbre .4 correspondant aux champs 
X et Y. Or, cette formule exprime que les nombres [X, Y]! sont les 
coordonnées du point za-b — xb-a = x (ab — ba), donc au champ 
[X, Y] est associé l’élément ab — ba = [a, b]. Ceci prouve qu’en 
vertu de l'identification { (G(æ4)) = 4, l'algèbre de Lie des commu- 
tateurs [.4] de l'algèbre associative .1 est l'algèbre de Lie du groupe de 
Lie G(4). 

En particulier, l'algèbre des commutateurs [2 (n)] de l'algèbre des 
matrices R (n) est l'algèbre de Lie gi(n) du groupe de Lie GL (n). 

Pour tout groupe de matrices G, l'algèbre de Lie {(G) est la sous- 
algèbre correspondante de l'algèbre de Lie [R (n)] = g{(n). 


. Notre prochain objectif est d'étudier en détail le foncteur de Lie 

{ et d'établir, en particulier, dans quelle mesure (et comment) ce 
foncteur est inversible, c’est-à-dire dans quelle mesure un groupe de 
Lie G peut être déterminé par son algèbre de Lie g = ((G). 

Dans la leçon précédente, on a signalé que ({(G) = 1(G,), où 
G, est la composante de l’unité du groupe G. En termes plus pédants, 
cette égalité affirme que l'injection G, + G induit l’isomorphisme 
1(G)Æ&1(G). Mais puisqu'un homomorphisme de groupes de 
Lie induit un homomorphisme d’alsèbres de Lie, l’isomorphisme 
{((G)Z&1(G) sera aussi un isomorphisme d’algèbres de Lie. En 
d’autres termes, l'égalité 1(G.) = 1 (G) a lieu pour les algèbres de 
Lie. 

Donc, le problème de l’inversibilité du foncteur 1: GR-DIFF —+ 
— ALG/,LIE ne doit être posé que pour les groupes de Lie connexes. 

On désignera par GR,-DIFF la sous-catégorie complète de la 
catégorie GR-DIFF, engendrée par les groupes de Lie connexes. La 
restriction du foncteur de Lie à cette sous-catégorie sera aussi nom- 
mée foncteur de Lie. D'après ce qui précède on a le diagramme com- 
mutatif de foncteurs suivant: 


GR-DIFF 


A ALG-LI E 


TT 


GR:DIFE 
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dont les flèches obliques sont des foncteurs de Lie, et la flèche ver- 
ticale, le foncteur de la composante de l'unité, qui à tout groupe de 
Lie associe la composante de son unité. Ce diagramme traduit 
formellement l'égalité 1(G.) = 1(G) dans le langage foncto- 
riel. 

Le foncteur de Lie sera-t-il inversible sur la catégorie GR:;- 
DIFF ou, plus exactement, les groupes dont les algèbres de Lie sont 
isomorphes seront-ils isomorphes? Il s'avère que non. 

Considérons par exemple le groupe additif 2 des réels et le grou- 
pe multiplicatif S! des nombres complexes de module 1. L’algèbre de 
ces deux groupes est de dimension un. Mais, en vertu de l’anticom- 
mutativité, la multiplication dans toute algèbre de Lie de dimension 
un (sur ?) est triviale (le produit de deux éléments quelconques est 
nul). Donc, les algèbres de Lie des groupes 2 et S' sont isomorphes, 
alors que ces groupes ne le sont pas (l'un étant compact, l'autre 
non). 

Dans cet exemple, la cause de la coïncidence des algèbres de Lie 
est évidente: les groupes 2 et S! admettent une « même structure » 
locale (au voisinage de l'unité). 

Ceci nous suggère d'introduire pour les groupes de Lie connexes 
la relation « d'isomorphisme local » en considérant que des groupes 
G et H sont localement isomorphes si un voisinage U de l’unité du 
groupe G peut être appliqué par un difféomorphisme sur un voisi- 
nage V de l'unité du groupe A, de telle sorte que le produit xy de 
deux éléments quelconques zx, y de U se transforme, lorsque zy € U, 


en le produit ry des images x, y. Il est évident que Les algèbres de Lie 
de deux groupes de Lie localement isomorphes sont isomorphes et l'on 
peut espérer (du moins sur le vu de l'exemple précédent) que, réci- 
proquement, les groupes de Lie dont les algèbres de Lie sont isomorphes 
sont localement isomorphes. Il se trouve que c’est bien le cas. La de- 
monstration de ce fait fondamental constituera l’un de nos princi- 
paux objectifs. Nous l'aborderons à la prochaine leçon et l’achève- 
rons seulement dans la leçon 9. 


Cependant la notion d’isomorphisme local de groupes de Lie 
« globaux » n’est pas très heureuse sur le plan méthodologique. L’ex- 
périence d'élaboration des théories mathématiques montre que le 
mélange du « global » et du « local » donne lieu à des formulations 
peu élégantes et complique inutilement les démonstrations. Il faut 
d’entrée de jeu tenter de séparer les problèmes globaux des locaux. 

S'agissant des groupes de Lie, ces considérations générales plai- 
dent pour l'introduction d'une notion mathématique nouvelle, la 
notion de groupuscules de Lie, qui est une formalisation d’un voi- 
sinage de l’unité d’un groupe de Lie avec le produit défini sur ce 
voisinage. 
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Définition 5. On dit qu'une variété différentiable G est un grou- 
puscule de Lie si 

4) l'unité e€G; 

2) sont définis un voisinage U € G X G de l'élément (e, e) et un 
voisinage U, € G de l'élément e; 

3) sont définies une application différentiable 


(3) U—G 
appeléemu tiplication et une arrplicatior différential] 


appelée inversion; l’image d'un point (x, y) € U par l'application (3) 
est désignée par zy et celle d'un point x € U, par l'application (4), 
par z”}: 

4) el =—e; 

9) pour tout (x, e) E U, on a ze = x et pour tout (e, x) € U, ex — 
= TZ; 

6) pour (x, y) EU, (y, z) EU, (xy, 2) EU et (x, y) EU, on a 


| (y) 2 = z (2); 
7) pour (x, y) AU, yE Us et 'zy, y })E U,ona 


(zyMy = 7, 
et, de façon analogue, pour (zx, y) El’, zx ŒUset (x, zy) EU,ona 
ZT (y) = y. 


Bref, G est un groupuscule de Lie si pour/des éléments x, y assez 
voisins de l'unité e, sont définis le produit zy et l'élément récipro- 
que z”!, dépendant différentiablement, le premier de z et y, le se- 
cond de zx, les axiomes de groupe étant réalisés chaque fois que les 
objets figurant dans ces axiomes sont définis. 

Les groupuscules de Lie sont également appelés groupes de Lie 

aux. 

Un exemple classique de groupuscule de Lie nous est donné par 
un voisinage quelconque de l'unité d'un groupe de Lie. 

Même si elle semble évidente, la définition 5 est peu satisfai- 
sante, car elle ne reflète pas tous les aspects de la notion intuitive 
que l'on se propose de formaliser. En effet, il semble logique d’ad- 
mettre que deux voisinages distincts de l'unité d’un groupe de Lie 
conduisent à un même groupuscule de Lie, alors qu'aux termes de la 
définition 5 ces groupuscules seront différents. 

Pour remédier à cette situation, on remarquera que tout ouvert 
H d'un groupuscule de Lie G, contenant l'unité e, est automatique- 
ment un groupuscule de Lie. Un tel groupuscule s'appelle sous-grou- 
puscule de Lie. Deux groupuscules de Lie sont dits équivalents si cer- 
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tains de leurs sous-groupuscules sont confondus. La classe des grou- 
puscules de Lie équivalents s'appelle germe de groupuscules de Lie. 
(Comparer avec la définition des germes des fonctions différentiables 
en théorie des variétés différentiables.) 

Les germes des groupuscules de Lie formalisent de façon adé- 
quate la notion intuitive de groupe de Lie traité localement. Mais, 
l’usage des germes alourdit sensiblement l'exposé. En pratique, un 
style plus délié (que nous adopterons) prévaut et quand on parlera 
des groupuscules de Lie, on sous-entendra tacitement leurs germes; 
quant aux passages aux groupuscules équivalents, ils ne seront pas 
généralement mentionnés, ou, s'ils le seront, ce ne sera que dans les 
Cas € Cruciaux ». 

On recommande vivement au lecteur de donner une forme plus 
pédante à la suite de l'exposé en faisant nettement la distinction 
entre les groupuscules de Lie et! leurs germes. 


Définition 6. On appelle hkomomorphisme d’un groupuscule de 
Lie G dans un groupuscule de Lie H une application différentiable ® 
d’un voisinage Ÿ de l'unité de G sur le groupuscule À telle que 


D{zxy). = Dz-Dy, 


pourvu que les éléments © (zy) et Dz-Dy soient définis. S Get 
H, sont des sous-groupuscules de G et de Hetsi®Œ(7 NG,)= H,, 
alors ® définit un homomorphisme du groupuscule G, dans le grou- 
puscule À, appelé partie de l'homomorphisme D. Deux homomorphis- 
mes sont équivalents s'ils possèdent une partie commune. La classe 
des homomorphismes équivalents s'appelle germe d'homomorphismes 
(ou homomorphisme de germes). 

Les groupuscules de Lie et leurs homomorphismes (plus exacte- 
ment, les germes des groupuscules de Lie et leurs homomorphismes) 
forment de toute évidence une catégorie qui sera désignée par GR- 
LOC. Le passage à un voisinage quelconque de l'unité est manifeste- 
ment défini par un foncteur 


GR-DIFF —+ GR-LOC 


(de même que par un foncteur GR,-DIFF —> GR-LOC) de la catégo- 
rie GR-DIFF des groupes de Lie (resp. de la catégorie GR,-DIFF 
des groupes de Lie connexes) dans la catégorie GR-LOC des groupus- 
cules de Lie. Ce foncteur sera appelé foncteur de localisation. L'image 
d'un groupe de Lie G par un foncteur de localisation sera parfois 
notée G.- Les groupes de Lie sont localement isomorphes si leurs 
foncteurs de localisation sont isomorphes (comme objets de la caté- 
gorie GR-LOC). 

Pour les groupuscules de Lie, on définit de manière évidente les- 
champs de vecteurs invariants à gauche et leurs crochets de Lie. 
L'espace vectoriel 1(G) des champs de vecteurs invariants à gau- 
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che sur un groupuscule de Lie G est une algèbre de Lie appelée al- 
gèbre de Lie du groupuscule G. De même que pour les groupes de 
Lie, les éléments de l'algèbre de Lie 1(G) s’identifient canonique- 
ment aux vecteurs tangents À € T. (G) ainsi qu'aux sous-groupes 
à un paramètre (ou, pour être plus exact, aux sous-groupuscules à 
un paramètre, mais ce terme n’est pas usité) du groupuscule G. 


Le foncteur 
1 : GR-LOC — LG;-Lie 
sera aussi nommé foncteur de Lie. 


Les foncteurs introduits ci-dessus forment le diagramme commu- 
{atif suivant: 


GR-DIFF 


2 


GRo-DIFF ——> GR-LOC > ALG,-LIE 
5 


dont la flèche verticale gauche représente un foncteur associant à un 
groupe de Lie arbitraire sa composante de l'unité. les flèches 1 et 2, 
des foncteurs de localisation, les flèches 3, 4 et à, des foncteurs de 
Lie. 

Nous voyons que le foncteur GR-DIFF — ALG,ç-LIE qui nous 
intéresse en premier lieu est le composé de trois foncteurs : le fonc- 
teur GR-DIFF — GR,;-DIFF, le foncteur de localisation GR.- 
DIFF — GR-LOC et le foncteur de Lie GR-LOC — ALG,-LIE de 
groupuscules de Lie. Donc, l’étude du foncteur GR-DIFF —+ ALG.,- 
LIFE se ramène à celle de ces trois foncteurs. L'étude de chacun d’eux 
im]; iique des méthodes spéciales qui n’ont rien de commun entre 
elles. Nous avons ainsi atteint notre objectif qui était de discriminer 
les aspects locaux et les aspects globaux. La partie locale du problème 
est figurée par le foncteur GR-LOC — ALG;-LIE, la partie globale, 
par les foncteurs GR-DIFF —+ GR,-DIFF et GR,-DIFF —+ GR-LOC. 

Le foncteur GR-DIFF — GR,-DIFF a été examiné dans la le- 
çon 1. On y a prouvé que tout groupe de Lie G est l'extension de 
sa composante À = G, par un groupe discret. Réciproquement, toute 
extension G d’un groupe de Lie connexe H par un groupe discret est 
visiblement un groupe de Lie avec G, — H. En première approxi- 
mation ceci est décrit de manière satisfaisante par le foncteur 
GR-DIFF — GR,-DIFF. 

Remettons l'étude du foncteur GR,-DIFF —+ GR-LOC à la le- 
con 10 et occupons-nous dans l'immédiat du foncteur 1: GR-LOC — 
— ALG,;-LIE. 
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Exponentielle d’un opérateur différentiel linéaire.— For- 
mule de calcul des valeurs de fonctions différentiables dans 
un voisinage normal de l'unité d’un groupe de Lie.— For- 
mule de calcul des valeurs de fonctions différentiables sur 
le produit de deux éléments.— Série de Campbell-Hausdorff 
et polynômes de Dynkine.— Convergence de la série de Camp- 
bell-Hausdorff.— Détermination d’un groupuscule de Lie 
par son algèbre de Lie.— Opérations dans l’algèbre de Lie 
d'un groupe de Lie et sous-groupes à un paramètre.— Dif- 
férentielles des  automorphismes intérieurs. — Dif- 
férentielle de l’application exponentielle. — Coordonnées ca- 
noniques.— Unicité de la structure de groupe de Lie.— 
Groupes sans petits sous-groupes et cinquième problème de 
Hilbert. 


Soit une variété différentiable. Nous supposerons dorénavant que 
. est une variété analytique (de classe C“). Puisque tout champ de 
vecteurs Y sur : peut être traité comme un opérateur différentiel 
linéaire opérant sur des fonctions différentiables, on peut par analo- 
gie au cas matriciel introduire l'opérateur linéaire 


X2 x7 xn 
(1) M=E+Xx+Xs + CS TT: 
n=0 


où Æ est l'opérateur identique, X”, l'itération n-uple de l'opéra- 
teur ZX. 

Certes, nous devons définir ce qu’on entend par somme de la série 
infinie (1). Pour cela il nous faut en principe munir l’espace © (f) 
d’une topologie (par exemple, au moyen d'une norme). Mais, pour 
simplifier, nous aborderons cette question de biais et entendrons 
par convergence de la série (4) la convergence « faible ». Plus exacte- 
ment, nous définirons l’action e*f de l'opérateur e* sur une 
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fonction f E O(M) par la formule 


(2) 


n=0 


où À’f = X (X"-!f), et nous admettrons que cet opérateur n’agit 
que sur les fonctions dont la série (2) (qui est déjà fonctionnelle) 
admet un domaine de convergence non vide (domaine qui sera pris 
pour domaine de définition de la fonction e*f). 

L'opérateur e* ne sera plus un opérateur différentiel. Plus exacte- 
ment, nous allons montrer qu’en général il est induit par un difféo- 
morphisme ®: M — M, c'est-à-dire est de la forme f -—- fo O. A cet 
effet, il suffit seulement que les courbes intégrales t > q, ({) du 
champ À soient « assez longues », c’est-à-dire qu'elles soient défi- 
nies pour |t| 1 et que le domaine de définition W (f) de la fonc- 
tion f soit « assez grand », c’est-à-dire qu'il existe des points a € 
€ W (f) tels que ®, () E W (f) pour |t | L 1. La fonction e*f sera 
alors définie pour tous les points tels que a et s’exprimera par 


(3) (eXf)(a) = f (p, (1)). 
En effet, introduisons la fonction 
F() = f (Pa (t))-; 


Par hypothèse, cette fonction est définie et analytique pour |t | < 1 
Elle se développe donc en la série de Taylor 


… € FG) (0) ,n 
F(= > ——+, 
n=0 
qui converge pour |t | 1. Par ailleurs, puisque la courbe t > 
— %, (t) est une courbe intégrale du champ X, il vient 


F'(t= 00 MO $ Lx of = (XN) (Pa (6). 


Ceci exprime que la fonction F (ft) de la fonction Xf n'est autre que 
la fonction F’(t), d’où par une récurrence immédiate il s'ensuit que 
la fonction F (t) de la fonction X”f n'est autre que la fonction 
FO) (t), c'est-à-dire que 


FO) = (X77) (Es (t))- 
FO(0) = (4j) (ea (0)) = (X”N) (), 


Donc 
et, par suite, 
à «ar . À uxy» 
F(y= > DE me T CU (a) = (etxf) (0). 
n=0 n=0 


Pour achever la démonstration, il reste à poser { = 1. (] 
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Nous appliquerons la formule générale (3) aux champs de vec- 
teurs invariants à gauche X sur un groupe (ou un groupuscule) de Lie 
analytique et aux fonctions f définies et analytiques dans un voisi- 
nage de l'unité e du groupe G. Pour point a nous prendrons l'unité e. 
Désignons le point p, (1) par exp À et écrivons pour ce cas la for- 
mule (3) sous [la forme suivante: 


(4) f (exp À) = (eïf) (e). 


C'est cette forme que nous utiliserons dans la suite. 

La courbe intégrale t > p,(t) est un sous-groupe à un paramètre 
t—+  (t) pour le champ de vecteurs invariant à gauche X. Donc, 
exp À = f (1) et la formule (4) est valable pour toutes fonctions f 
dont l’ensemble de définition contient la portion { —-B(t), |[{t|<1, 
de ce sous-groupe. 

Par définition, exp est une application de l’espace vectoriel g = 
— ((G) dans le groupe G telle que exp 0 = e. Elle est visiblement 
canonique, c'est-à-dire que pour tout homomorphisme D: G— H 
de groupes de Lie, on a le diagramme commutatif 


LG  rn 


ù exp 


G———H 


_L'application exp: ((G) —G est différentiable en vertu du 
théorème de dépendance différentiable des solutions d’une équation 
différentielle par rapport aux conditions initiales. 

Assertion A. L'application 


exp: [1(G —+G 

est un difféomorphisme au point 0. 

Ce fait sera établi ultérieurement. 

Définition 1. On dit qu'un voisinase U 
est nition q ge Ü du vecteur nul 0€3g 

a) il est étoilé, c'est-à-dire qu'il contient 

’ to 

avec les vecteurs £X, où [t|<1; "vecteur 4 


b) l'application exp est un difféomorvui isi ; 
Fr ) paisme du voisina 
un voisinage U de l'unité e du groupe G. 3e 0 sur 
Le voisinage U jora aussi appelé voisinage normal 
ux termes de l’assertion À, il existe d25 voisina 
ux , nazes normaux 
(aussi bien du vecteur 0 € 9 que de l'unité e € G) qui sont aussi pe- 


. FU etre co: 
voisinage donné à priori). mpris dans tout 
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Par construction, exp X = $ (1), où f est un sous-groupe à un 
paramètre, est une courbe intégrale du champ X. Or il est clair que 
la courbe t + f (at) qui est visiblement un sous-groupe à un para- 
mètre, est une courbe intégrale du champ aX, où a € R. Donc, 
exp(aX) = $ (a) ou, si l’on désigne a par t, 


exp (£X) = B (+). 


Cette formule exprime que B:t—>-exp ({X), c'est-à-dire que Les 
sous-groupes à un paramètre $ du groupe G sont les images des droites 
t—+tX par l'application exp. 

En vertu de la condition a) de la définition 1, il s'ensuit de là 
que la condition imposée au domaine de définition de la fonction f, 
condition qui est nécessaire (et suffisante) pour que la formule (4) 
soit valable, sera visiblement remplie si ce domaine est un voisinage 
normal U du point e. Sous ces conditions, puisque tout point de U 


est de la forme exp À, où À € Ü, la formule (4) définit la fonction f 
sur le voisinage U tout entier. 


Sans perdre ceci de vue, appliquons la formule (4) au calcul de la 
valeur f (ab) de la fonction f sur le produit ab des éléments a = 
— exp À et b — exp Ÿ (sous réserve bien sûr que ab € U). 

‘Pour un élément a € U, la formule f, (b) = f (ab) définit (sur un 
voisinage du point e supposé normal compris dans Ü) une fonction 
fa différentiable. De plus, si b = exp Ÿ, la formule (4) nous donne 


fa (b) = (e*f,) (e). } . 

D'autre part, la fonction f, n'étant autre que la composée f © Z, 
de la translation à gauche Z, : b.—- ab et de la fonction }j, il s'ensuit, 
en vertu de l’invariance à gauche du champ Ÿ, que 

Yfa = Yf° La = (Ya 
Mais alors Ÿ"f, = (Y”"f)}, pour tout nr => 0, et, par suite, 
eYfa — (exf),. 
Donc, si a = exp X, en appliquant de nouveau la formule (4), on 
trouve 
fa (b) = (eYfe) (e) = (e*f) (a) = (eXeYf) (e). 

Comme f, (b) = f (exp X-exp Ÿ), ceci prouve que 
(5) f (exp X-exp Y) = (eXe*f) (e) 


pour tous X et Ÿ du voisinage normal correspondant du zéro de 
l'algèbre g. 
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Par définition (nous faisons provisoirement abstraction de la 
convergence) 


et XD rt )= D 5 xre. 
p=0 q=0 P, 9=0 


En portant cette série dans la série logarithmique 


InZ=(Z2—E) 24... 25 CM GE, 


k 
R=1 


on obtient (puisque les opérateurs À et Ÿ ne commutent geénérale- 
ment pas) la série formelle 


œ Lee] 
po R (— ii XPYa \s 
In (e € )= » k D pla! — 
k=1 P,a=0 
p+a>0 


: S (I xPiy fn .. xPRyE 
n k Pilgi!l... pr'qr! 
k=1 

où la sommation dans la somme intérieure est étendue à tous les 
ensembles (p,, . .., Pr, 1 - .- ., qn) des entiers positifs tels que 


(6) Path >0,..., Pr + q >. 
En posant 

n Pa qu Pr 1 
_ LS SR z y Oz hyR 
(7) Zn (Z; = 2 k D Enr 


où dans la somme intérieure les indices p,, . . ., Pns Qus + + «s Qh VÉ- 
rifient à la fois la condition (6) et la condition suivante 


(8) Br... +Prhth+... +=, 


on peut mettre la série 1n (e*e*) sous la forme suivante: 


(9) In (e*e*) — D Zn (À, Y). 


n=1 


Cette série formelle s'appelle série de Campbeill-Hausdorff. 

Du point de vue algébrique, z, (x, y) n’est autre qu'un polynôme 
de variables x et y généralement non permutables. Etudions ces 
polynômes plus en détail. 

Soient x et y des symboles, K, un corps arbitraire. On forme des 
polynômes en zx et en y sur X en effectuant des opérations d'addition 
et de multiplication autant de fois qu'on le veut sur z, y et les élé- 
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ments de =. On construit de façon analozue des polynôÿmes non com- 
mutatifs en z et en y sur *; la seule différence est que leur multipli- 
cation n'est pas supposée être commutative (mais comme toujours 
kf = fk, Vfet VkE K). Ces polynômes forment une algèbre unitaire 
que nous désignerons par K(x, y}. (Cette algèbre sera définie de fa- 
çon plus formelle dans la leçon suivante.) 

Les polynômes de Lie en x et en y obtenus par les opérations d’addi- 
tion et de multiplication sur des éléments de “< ainsi que par le 
crochet de Lie a, b:-+ {[a, b] = ab — ba se définissent de façon na- 
turelle dans l'algèbre des commutateurs [<4(x, y}] de l'algèbre 
K{x, y). Il est clair qu’ils forment une sous-algèbre de l'algèbre 
de Lie [K4(x, y)l, qui contient les éléments x et y et qui est elle- 
même contenue dans une telle sous-alzèbre (ou, en termes algébri- 
ques, est engendrée par les éléments x et y). Nous désignerons cette 
sous-algèbre par le symbole { (x, y). 

Chaque polynôme de Lie u E1(x, y) est aussi un polynôme de 
K{zx, y) (il suffit de développer le crochet de Lie). En tant que tel 
le polynôme u sera désigné par 14 Formellement, l'application 


ts1(&, y) + K(t y) ur U, 


est définie comme une application linéaire telle que «la, b] = 
= ta-ub — 1b-1a pour tous éléments a, bE1(r, y). Elle est in- 
jective par définition. 

Si le corps < est de caractéristique O0, la formule (7) définit un 
élément z,(xr, y) dans K({x, y). 


Assertion B. Jl existe un polynôme de Lie Sn (za y) tel que 
LDn (Sr Y) = 22, y). 

Le symbole 3 représente la lettre arabe «€ dal ». 

Nous prouverons l’assertion B ultérieurement. 


Exemples. 
Supposons que x = 1. Il est évident que 


Z(Z Y)=2z+7y, 
di, y) =z+ y 


(de sorte que le crochet de Lie ne participe pas dans la construction 
du polynôme S,(x, y)). 
Supposons nr = 2. Pour À = Î, la somme intérieure de la for- 


. . 1 
mule (7) contient trois termes : &-2”, zy et TS et pour k# = 2, quatre 
termes: z°, zy, yx et y?. Donc 


et, par suite, 


1 1 
ZX, Y= 5 TY— 5 yz, 


CONVERGENCE DE LA SERIE DE CAMPBELL-HAUSDORFF 65 


et, par suite, 


: Cond 


J2(r; y) = 


On Fenie de For analogue que 


[x, y]. 


1 
23 (Z. n=— sTY+T = yat + ru + 5 DE — RIVE —  Yry. 


Il est difficile d'appréhender directement la forme du polynôme 


ds: (x, y) (et on se demande même s’il existe). Cependant par quel- 
ques calculs on s'assure que 


J:(z, D = ir [z, yil + lg. [y, xl]. 


Les calculs croissent très rapidement avec n. Ceci n'empêche 
qu'il est possible d'établir pour les polynômes 3, (x, y) une formule 
explicite identique à la formule (7) du polynôme 2, (x, y). Cette 
formule ayant été acquise pour la première fois par E. Dynkine, les 
polynômes 3, (x, n) seront nommés polynômes de Dynkine. 

A noter que le polynôme dn(z, n) est homogène de degré n par rap- 
port à x et à y, c'est-à-dire que 


D n (Ex, ty) = "On (x, y) 
pour tout fé. 


Puisque l'opération X. Y > [X, Y] s'exprime aussi par la for- 
mule [X. Y] = XY — YX pour les champs de vecteurs (les opéra- 
teurs différentiels linéaires), de l’assertion B il s'ensuit que pour 
tous opérateurs X, Y € ((G), l'opérateur z, (X, Y) appartient à l'al- 
gèbre 1(G). Donc, l'algèbre 1(G) contient aussi l'opérateur In (e*e*) 
à condition bien sûr que celui-ci ait un sens, c’est-à-dire que la série 
(9) converge. Voyons donc la convergence de cette série ou, plus 
exactement, de la série 


(10) DAY) + DA +... + DA, +... 
de polynômes de Lie 3, (X, Y) en À et en }. 


Tous les termes de la série (10) appartiennent à l'espace vectoriel 
g = 1(G), donc on aurait pu étudier la convergence de cette série 
pour une norme (par exemple euclidienne) de g. 

Cependant les majorations indispensables impliquent une infor- 
mation détaillée sur la structure des polynômes S, (x, y), une infor- 
mation qui ne nous sera accessible qu’à la leçon suivante. Force est 
donc d'opter pour une autre voie et de revenir à la série (9), dont 
la structure des termes nous est connue, quitte à perdre l’avantage de 
la finitude de la dimension. 

Aux termes de notre conception générale de la convergence des 
séries d'opérateurs, on comprendra la convergence de la série (9) 


5—01642 
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dans un sens «€ faible », mais un peu plus fort que plus haut. Plus 
exactement, on admettra que l'opérateur In (e*e*) défini par la 
série (9) agit sur une fonction f € © (G) si la série fonctionnelle 4 


(11) 2 (À,  f+ ze (X, P)f +... + 2 (À, Y)f + ... 
converge dans l’ensemble de définition de f. La somme g de cette 
série sera le résultat de l’application de l'opérateur In (e*e*) à la 


fonction f. 

Donc, en vertu de cette définition, on a W (g) = W (f) (alors 
qu'avant W(g)C W (f)). 

Nous allons montrer, dans l'hypothèse que g est munie d’une 
norme || ||. qu’il existe un nombre à, > 0 tel que pour || X || << 6, 
et | Y || << ô, l'opérateur In (e*e*) s'applique à toute fonction f € 
€ O(G). Puisque tout élément de G qui appartient à l'ensemble de 


définition de la fonction f possède un voisinage U d’adhérence U 
compacte appartenant aussi à cet ensemble, il suffit pour cela de prou- 


ver que pour tout voisinage UÜ d'adhérence U compacte, l'opérateur 
In(e*eY) est défini sur l'espace vectoriel .7 (L') des fonctions différen- 
tiables sur U. 

On remarquera à cet effet que puisque l'ensemble U est compact, 
pour toute fonction f E.F(U) est défini le nombre 


= max (191 [2 ...SÉ)), 


où z!, ..., x" sont les coordonnées locales dans un voisinage U 
(ou, plus exactement, dans un voisinage plus grand contenant l'adhé- 


rence U de L’). Le nombre || f || dépend évidemment du choix des 
coordonnées z', . .., x", mais cette circonstance n'a aucune inci- 
dence sur la suite. On vérifie immédiatement que la fonctionnelle 


f—+ || f || est une norme sur l'espace vectoriel F(C). Ceci étant, 
puisque Xf — Xi ae set IX I XI, Vé. alors tout champ X € 9 
tel que || X || << 5” est justiciable de la majoration 


I XF À 11 7 I. 


De là on déduit par une récurrence immédiate que si || X || << Ô 
et || Y || << ô, pour tous indices p,, . .., Pr, Qys - - ., Qn, On à la 
majoration 


I XPaY A ... APR FRf I < À" |] f Il, 


OÙ An =pI+ ... + Pr ++... + gr Cela signifie que la 
série (11) est majorée (après une division par ||f ||) par la série 
In (e*e*) dans laquelle X et Y sont remplacés par à et les coeffi- 
cients, par leurs valeurs absolues, c’est-à-dire est majorée par la 
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série. déduite de 


(42) 5 


e2b — c (25) | 
n=0 
Comme la série (12) converge pour | z — 1 | << 1, cette série majoran- 
te convergera aussi pour | 66 — { | < 1. c'est-à-dire pour Ô <h: 


Donc, pour 6 < 2 la série (11) converge uniformément dans U 


vers une fonction différentiable, c’est-à-dire que l’opérateur 
In (eXe*) s'applique à la fonction f. © 


Comme la série (10) ne diffère de la série (9) que par les notations 
(par définition z,(X, ŸY) = 3S,(X, Y) pour tous champs X, Ÿ € 9), 


ceci prouve que pour || X [| <S6,, || Y || -< 69, où ô= 2, la série (10) 


converge au même sens « faible ». Or, on sait que pour les séries 
d’opérateurs dont les termes appartiennent à un espace vectoriel de 
dimension finie, la convergence « faible » coïncide avec la convergen- 
ce «torte ». Donc, la série (10) converge fortement pour || X || << 6, 
et | Y || < 64. 


Remarque {. On peut, sans faire référence au théorème de coïn- 
cidence des convergences « faible » et « forte », démontrer la conver- 
gence de la série (10) en considérant un système arbitraire de coor- 
données locales z!, ..., x" au point e du groupe G. Pour f = x, 
i — 1, ..., n, la série (11) se transforme en une série des composan- 
tes z, (X, Y)' = S,(X, Y)' des champs de vecteurs 3,(X, }). Donc. 
cette série converge. Par suite, il en est de même de la série de leurs 
valeurs J,(X, Y) au point e, c’est-à-dire de la série des composantes 
des vecteurs 3, (X, Y). (dans la base (5). .…. ().) Ceci expri- 
me la convergence de la série de vecteurs 


(13)  DA(X, Fe + DAX, Fe +... + Dn(X, Ye + 


Soient JS(X, Y). la somme de cette série et S(X, Y) un champ de 
vecteurs invariant à gauche prenant en e la valeur S(X, Y).. Pour 
tout élément a € G, la série 


DAUX, Ya + DA Ya + ee + D(X, Ya + 


des valeurs prises par les termes de la série (10) en e se déduit de la 
série (13) par action de l’opérateur linéaire dL,, donc elle converge 
5° 
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vers le vecteur(dL,) (D(X, Y).) = SX, »Y),. Ce qui exprime que 
la série (10) converge vers S(X, Y). 


En Analyse, on démontre que si une fonction se développe en 
une série entière convergente, cette série est unique. De là il s’en- 
suit. en particulier, que si dans la série de e* on porte la série de In z, 
on obtient, après réduction des termes semblables, la série de z. En 
d'autres termes, l'égalité eln =: — z est valable aussi bien pour les 
fonctions que pour les séries formelles. Donc. elle reste valable dans 
le cas aussi où l’on y remplace z, par exemple, par le série de eXeï. 
Cela signifie que si dans la série de e° on remplace z par la série (10), 
on obtient la série de e*eŸ. Comme toutes ces séries convergent, ceci 
prouve que 


(14) eDXN= exeY, 

Cette formule a lieu pour tous éléments X, Y de l'algèbre 1(G) tels 
que | X | 6, et I Y || << 8, où Ô, est un nombre arbitraire assez 
petit (d’après l'étude faite plus haut tout 6, << m2 convient). 


Revenons maintenant à la formule (5). Cette formule a lieu pour 
tous X et }” d’un voisinage normal Ü du zéro de l'algèbre 9 = ((G), 


tels que exp X-exp Y € U = exp U. Il existe en particulier un 6, 
tel que pour tout Ô strictement positif  ô,, la formule (5) est 
valable pour || X | <ô et || Y || << ô. Donc, en admettant de plus 
que Ô << Ô,, on peut mettre la formule (5) sous la forme suivante: 


f (exp X-exp Y}) = (eZf) (e), où Z = DJ(X, Y). 


Remarquons maintenant qu’un élément Z de l'algèbre ((G) dé- 
pend continüment des éléments X et Y, de sorte que Z —+ 0 lorsque 
X—0et Y —0. Donc, pour à assez petit, le champ Z est justicia- 
ble de la formule (4) qui dit que 


(eZf)(e) = f (exp Z). 
Donc, si | X | Lôet || Y || < 6, où ô > 0 est assez petit, alors 
f(exp X- exp Y) = f (exp Z) 
pour toute fonction différentiable f définie aux points exp À -exp Ÿ 
et exp Z. Ceci est en particulier vrai si f est l'une des coordonnées 
,--.., t'en e. Donc, les coordonnées x!, . .., x" prennent toutes 
les mêmes valeurs aux points exp X-exp Ÿ” et exp Z, ce qui n’est 
possible que si 
exp X-exp Ÿ = exp Z. 
En résumé, on obtient le théorème suivant qui est la finalité de 
nos raisonnements précédents. 
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Théorème 1. L'unité e d'un groupe de Lie (ou d'un groupuscule) 
analytique possède un voisinage U jouissant des propriétés suivantes: 

a) il existe un Ô >> 0 tel que chaque point du voisinage LU’ se repré- 
sente d'une seule manière par exp X, où X E((G) et I X | <6; 

b) pour tous points exp X et exp Ÿ de ll’, il existe dans l'algèbre 
{(G) un élément Z tel que 


(15) exp X-exp Ÿ = expZ; 


c) cet élément Z est la somme S(X, Y) de la série (10) dont les ter- 
mes sont les polynômes de Dynkine S,(X, Y)enXetenY. © 


Ce théorème dit qu'un groupe (groupuscule) de Lie G possède une 
partie sur laquelle la multiplication est déterminée de façon unique 
(conformément à la formule (15)) par l'algèbre de Lie 1(G). Donc, 
deux groupuscules de Lie (analytiques) dont les algèbres de Lie sont 
isomorphes, sont isomorphes (plus exactement, ont des germes iso- 
morphes). Dans ce sens on peut dire que le foncteur de Lie 


L: GR-LOC —+ ALG/LIE 


est inversible à un isomorphisme près. 
On établira une proposition plus exacte à la leçon 6. 


Le théorème 1 nous permet de résoudre aisément le problème, 
qui a été ajourné, de l'interprétation des opérations de l'algébre 
g — { (G) en termes de sous-groupes à un paramètre. 

Si dans l’espace g on choisit arbitrairement une base e,, ..., e;, 
alors pour tout voisinage normal U de l'unité du groupe G, le com- 


posé k du difféomorphisme exp-!: U—+ Ü et de la restriction de 


l'isomorphisme g—> #2" à U sera un difféomorphisme de L sur un 
ouvert de l’espace R", c’est-à-dire que le couple (U, k) sera une 
carte sur le groupe de Lie G. Les coordonnées locales correspondantes 
s'appellent coordonnées normales. Donc, si a = exp XÀ et X — 
— zle, + ... + z'e,, les nombres x!. ..., x" sont les coordon- 
nées normales du point a € U. 

On désignera par B + le sous-groupe à un paramètre £{ > exp (tX) 
correspondant à l'élément X € g (resp. la courbe intégrale du champ 
X qui passe par e pour t — 0 si X est traité comme un champ de 
vecteurs invariant à gauche; resp. le sous-groupe à un paramètre 
admettant À pour vecteur tangent en t{ — 0 si À est traité comme un 
vecteur de l'espace T.(G)). 


Proposition 1. Pour tout X Eget tout k ER, l'élément KX Eg 
(traité comme un élément de l’espace T.(G)) est un vecteur tangent en 
t = 0 à la courbe 


(46) ti Pr(kt). 
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Pour tous X,Y €g, l'élément À + Y € g est (dans la même interpré- 
tation) un vecteur tangent, pour t — ©, à la courbe 


(17) tr fre) Bx(t), 
et l'élément {X, Y] € g. un vecteur tangent en t — O0 à la courbe 
(18) ti Bx(Vt) By(Vt) Bx(V 4) 718,-(V 2)". 


Démonstration. La première assertion est évidente, 
puisque la courbe (16), c'est-à-dire la courbe + exp (ktX) n'est 
autre que le sous-groupe à un paramètre fx. 

Pour prouver la deuxième assertion, on remarquera que puisque 
dntX. 1) = Da (X, Pet DS, (À, Y) = X + Ÿ, il vient 

OUX, 1Y) = U(X + Y) + O(t), 


où O(t*) désigne les termes dont la puissance de t est =2. Donc, la 
courbe (17) est de la forme 


t—exp(t (X + Y) + O (E)), 
et, par suite, elle est définie par les fonctions 
zi(t) = t(Xi + Y') + O (Ë) 
en coordonnées normales (dans une base arbitraire de l'algèbre de 
Lie g). Donc, le vecteur qui lui est tangent en { = 0 a pour compo- 
santes 
dzi (1) 


= Xi+y: 


et, par suite, est confondu avec le vecteur X + Y. 
De façon analogue, puisque 


(exp X)-(exp Y)-(exp X)-'-(exp Y)" — 
—= exp À -exp Ÿ -exp (—X)-exp (—Y) = 
= exp (D(X, Y)) exp (D (—À, —Ÿ)) = 
n = exp JDA. YF), D(—X, —T)) 
D IDIX, Y), D—X, —Y)) = DIX, Y) + D—X. —Y) — 
LE OCZ, P. DIX. NI +... = 
= {(X +) + SIA +...) 4 
+ {EX NL TIEX I +.) + 
+ SIXETY+., X Y +. +... = LIX, YI+ 
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la courbe (18) prend la forme 


t exp (IV t X, VtY] +0 (t%)) = exp (tIX, Y] + O()), 
et, par suite, elle est définie par les fonctions 

(19) zi(t) =t[X, Yl + OF), i=1,...,n, 

en coordonnées normales. Donc 


dzi(t) 
dx {= 


et, par suite, le vecteur tangent à la courbe (18) pour t = 0 est le 
vecteur [X, Y] 


Remarque 2. Remarquons que la courbe (16) est un sous-groupe à 
un paramètre contrairement aux courbes (17) et (18). Bien plus, la 
courbe (18) n’est définie que pour t => 0, de sorte qu’on ne peut par- 
ler de son vecteur tangent pour { — 0. C'est pourquoi nous devons 
donner une définition ad hoc du vecteur tangent à la courbe (18) 
pour t = 0. Nous admettrons que ce vecteur est la limite des vecteurs 
tangents à la courbe (18) pour t > 0 lorsque t —+ 0. De la for- 
mule (19) il s'ensuit que cette limite existe et est égale à [X, Y1I. 


o =14; ) J', 


Remarque 3. Il est utile de savoir que dans les formules (17) et 
(18). les sous-groupes à un paramètre B+ et B.- peuvent être rempla- 
cés par des courbes arbitraires a,;: t-+ar(t)etas;:tr+a;t(t) 
passant pour { — 0 par le point e et admettant en ce point les vecteurs 
tangents X et Ÿ. En effet, pour | £{ | assez petit, dans g seront définis 


des vecteurs & xt) = exp'a,(t) et as-(t) — exp''a;-(t), tels que 
ax(t) =tX +O(E), avt) = tY + O (E) 
et, par suite, 
Jxtt), ax(0)) = 1 (X + Y) + O (F). 


Donc, le vecteur tangent, par exemple à la courbe 


tre ax(t) art) = exp J(ax(t), ax(t)). 
sera le vecteur X + Y pour t{ = (0. 


Le théorème 1 permet aussi de calculer la différentielle d'un 
automorphisme intérieur arbitraire. 
Pour tout élément a du groupe de Lie G, la différentielle (dD,), — 
— {(D,) de l’automorphisme intérieur correspondant ®,: rx — 
— axa”!, x EG, est notée Ad(a). C'est une application linéaire in- 
versible 
Ad(a): 3—g 
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de l’espace vectoriel g — 1 (G) sur lui-même. Comme ®, = L, » 
° R,-1, il vient (dans l'interprétation g = T, (G)) 
Ad (a) = (dLé)aro (dR,-1).. 
Il est clair que l’application 
Ad: ar— Ad(a) 


est un homomorphisme du groupe de Lie G dans le groupe de Lie 
Aut g des opérateurs linéaires non dégénérés de l’espace vectoriel g. 
Cet homomorphisme s'appelle représentation adjointe du groupe de 
Lie G. 

La différentielle (d Ad), = 1(Ad) de l’homomorphisme Ad au 
point e est une application linéaire de l’espace vectoriel g = 1{ (G) 
dans l'espace vectoriel End g — 1! (Aut g) des opérateurs linéaires 
de g. D'autre part, on sait de la leçon 3 que pour toute algèbre de 
Lie g, il existe une application linéaire canonique ad: g— Endg 
définie par la formule 


adX:Y+[X,Y|, X,YESs. 
Proposition 2. On a l'égalité 
{ (Ad) = ad. 


Démonstration (comparer avec celle de la proposition 
1). Comme 


DDR, —X) = D(X +Y+TIX, FH... —X) = 
=Y+ LA TI+ LIT, —X1+ = 
= Y+IX, Y1+ ... 


où les points de suspension désignent les termes de puissance >3 
en X et en Ÿ’, il vient 


(exp X)(exp Y)(exp X)7' = exp DDIX, Y}), —X) = 


— exp (Y + [X, Yl + ...), 
donc 


D eBr (9) = (exp (8X)) (exp(Y)exp(sX)) 1 = 
— exp(t} + stlX, Y] + ...), 


où les points de suspension représentent les termes de puissance >3 
en s et en t. Donc, les composantes normales du vecteur 


dé (t d 
Dpe)Y = (Ds 0) (= (7 De seo Br (0) | 
sont égales à 


TE (YÉ+SEIX, YP+ eos Fi+sIX, YF +... 
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où les points de suspension du second membre représentent les ter- 
mes de puissance =>2 en s, et, par suite, 


(D 5 Lts))eY = ÿ + S [X, Y1 + 
Comme 


(d Ad).X = (a Ad), (x® 


)= Ad (Bx (s))15=0 = 


— (d® s Ye —E 
— lim Ad (Bx(s))—Ad (e) — lim B y(s) 
s—0 s…0 


il s'ensuit de là que 
((d Ad),X) Ÿ = lim 
s—0 
=lim({X, Y]+...)=1[X, Y]= 
s—0 


(dD&  (seY — Y EL 
s = 


=({(adX)’Y. [0 
Corollaire. Pour tout élément X € g,on a 
Ad(exp X) = ead Z, 
Démonstration. Les formules 
tr Ad(texp À) et ti—etad À 


définissent des sous-groupes à un paramètre du groupe de Lie Aut g 
possédant, pour t — 0, le même vecteur tangent 


(d Ad).X = ad X, 


donc ces sous-groupes sont confondus pour tous les t. [] 


On obtient un autre exemple d’application du théorème 1 en 
considérant une courbe différentiable arbitraire { + X(t) dans 
l'algèbre de Lie g = 1(G). Pour tout s ER, l'application tr-+ 
+ exp (SX ({)) est une courbe dans G passant pour t — 0 par le 
point a(s) = exp(sX), où XÀ — he Soit 


A(s)= + exp (sX(#))| 


le vecteur tangent à cette courbe au point mn En transportant ce 
vecteur au point e au moyen de la différentielle (dR,ç,y-1)oçs>s ON 
obtient dans g = T. (G) le vecteur 


B(s) — (dR (571) a(s) A (S). 


L'application s ++ B(s) est une courbe différentiable dans g, donc 
pour tout s est défini son vecteur tangent B’(s). Il se trouve que 


(20) B'(s) = Ad (a(s)) Y, 
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où Ÿ — X”(0). En effet, par définition de l'action de la différen- 
tielle d’une application différentiable sur les vecteurs tangents aux 
courbes, on a 


B(5 = (Rat (exp (SX (1) = 


= + (exp (SX(H)) exp (—5X) |. 
et, par suite, la remarque 3 nous donne 
B(s+ As)—B(s) = + ((exp (sX(t)) exp (—sX))"! > 
X (exp ((s + As) X(#)) exp (—(s+ As) À))|:=0 = 
= _. (exp (SX) exp (—sX(t)) X 
x exp ((s+ As) X(t))exp(—(s+ As) ÆX))l:=0 = 
= _ (a (s)exp (As À(t)) a (s + As)"!) — 
= (dLatn © d'Ratsrosra) 7 (exp (As X(H))|,_. 

Donc 


B'(s)= lim RO = 


À (exp (As X(H)) leo 


— (dLas) ( dRa(sy-1) lim TT As — 


d . 
2 (exp (As X(H)) 1, 


= Ad (a (s)) lim & 


et pour prouver l'égalité (20), il suffit simplement de montrer que 


d 

PTE (exp (As X(t))) 
: t—0 » 
lim — x; — = Y. 

As—0 s 

Or, ceci est évident, puisque dans une base e,, ..., e, de l’espace 
vectoriel g, le point exp(As X(f)) a pour coordonnées normales 
As X'(t), où X'(t) sont les composantes du vecteur X({f) dans la 
base e,, ..., eh, donc, le vecteur 


_ (exp (As X(t)) PET 
D — << 


As—0 As 
dXi(0) 


possède dans cette base les composantes , c'est-à-dire les 


mêmes composantes que le vecteur X”(0) = }. 
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L'opérateur linéaire Ad (a (s)) de la formule (20) peut être mis 
sous la forme suivante: 
Ad (a(s)) = Ad (exp (sX)) = es ad X — 
=E+sadX+...+s 
En intégrant cette identité par rapport à s entre 0 et 1, on obtient 
l'identité 
1 


, adxX _E£E 
| Ad (a (s)) ds = *, 
0 
edX__E # ? , e 
OÙ —— désigne la somme de la série d'opérateurs 
ad À (ad X}7 
Et +... +Gipit... 


déduite de la série entière de la fonction 21 par substitution de 


l'opérateur ad X à z. Pour l’opérateur B(1), il s'ensuit de là, grâce 
à la formule (20), que 


B'(s) ds ="""E y. 


° ad À 


B(1)— 


Cr 


Puisque, par définition 
d 
B (1) = (dRauy1)at) 7 EXP X (£) | Le = 
d 
= (dRexpt-x))exp X Tr <XP À (1) | — 


d » 
= (exp À (t) exp (— À)) |. , 
ceci prouve que 
d ad X —E 
pr (exp X (£) exp (— x). = > Y. 


En passant aux coordonnées normales, on déduit immédiatement 
de là que le vecteur Z(t)E g qui vérifie la relation 
exp X({t) exp(—X) = exp Z(t) est justiciable de l'égalité 

, ead À _E : 
2O=— Tr. 
d'où il résulte que 


ad À _ . 
Z()=t ST +0 (#). 
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En revenant à exp Z(t) et en posant X({) = X + tŸ, on constate 
qu'on a démontré la 


Proposition 3. Pour tous éléments X, Y € g, on a l'égalité 
exp(A +{Y)exp(—X)=exp (7 E Y +O(t )). O 


Pour tout élément X € g, la différentielle (d exp)+ au point X 
de l’application différentiable exp: g— G est, en vertu de l’iden- 
tification T + (g) = g, une application linéaire g — T, (G). où a = 
— exp À. Donc, la composée de cette différentielle et de l’applica- 
tion (dR,)c!: T, (G)= T. (G) = g est une application de g dans g. 


Corollaire 1. On a la formule 


1 . edX_E 
(dR,je'o(dexp)x=——, a=expX. 


ad X 
Démonstration. Soit Ÿ € g. Comme ATH) 


il vient 


((ZR3”). ° (d'exp) x) Y = _ (exp(X +tY)exp(—X)) |. — 


= Ÿ, 


1=0 


= (LE Y +0(6) )l._.= 


eadY_E Fr 
7 ad X Y. D 


Corollaire 2. L'application exp: g—G est un difféomorphisme 
en un point À € g si et seulement si aucune racine caractéristique de 
l'opérateur ad X n'est de la forme 2mni. 


Démonstration. L'application exp est un difféomor- 
phisme en X si et seulement si sa différentielle (d exp) + en X est un 
isomorphisme, et l'opérateur ad X admet des racines caractéristiques 
de la forme 2mxi si et seulement si l'opérateur ed À —_ E, donc l’opé- 

eadX —E L da ” +» 
rateur IX est dégénéré. [O] 

Signalons que ces résultats ont été acquis sous l'hypothèse que 
les assertions À et B sont vraies. Aussi notre objectif immédiat 
sera-t-il de les prouver. 


Nous commencerons par prouver l’assertion À sous une forme 
plus générale. 

Supposons que l’espace vectoriel g = {(G) a été décompose en 
une somme directe 


(21) 3 = À © 8 


COORDONNÉES CANONIQUES 


1 
SL 


de sous-espaces #4 et @. Définissons l’application 
(22) ®: a —+ G, 
en posant 

D(X) = exp A-expB, VX E 3, 


où À E 4 et B E 8 sont les composantes de X € g dans la décom- 
position (21). Il est évident que cette application est différentiable 
et associe au zéro de {(G) l'unité e de G. Calculons la différentielle 


(Dhs: To (8) —+ Te (G) 
de cette application en 0. 


Soit 
l: g—+To(s) 


l'isomorphisme canonique associant à X € g le vecteur tangent en 0 
à la courbe t + {X. L'application ® associe à cette courbe la courbe 


(23) t— exp tA-exp {B = exp J({A, tB), 


et, par suite, sa différentielle (dD), associe au vecteur Z (X) le vec- 
teur tangent en e à la courbe (23). Ceci signifie que pour toute fonc- 
tion f € ©. (G), on a la formule 


(AD), ° 1) (X)] = -L XP DA. 1B) 


dt t=0 ? 


et, par suite (cf. formule (4)), la formule 


d (> (A, ‘B),) (e) 


[((dD)o » 2) X)1 = . ” 
Or 
ed UA BL (E : S(tA, tB)+0O(t)) f— 
| =f+ 1(4+8B)f +0 (8). 
donc 


d (> (A, 1B),) (e) 
dt 


0 = ((A4+8B)f)(e)=(Xf)(e) = ef. 


Par conséquent, | 
((dP), © 1) (X) = Xe, 


(dD), ol = i, 


où à est un isomorphisme À — X, de l’espace vectoriel g = 1 (G) 
sur l’espace vectoriel T, (G). 

Comme ài et L sont des isomorphismes, il s’ensuit de là qu'il en 
est de même de l'application (dD),. En vertu du théorème classique 


c'est-à-dire que 
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des applications étales (localement difféomorphes), ceci prouve la 
proposition suivante : 


Proposition 4. L'application (22) est un difféomorphisme au point 
0Eg © 
Pour g = 4 (et # = 0), on obtient l’assertion À qui de ce fait 


est entiérement prouvée. 
En vertu de la proposition 4, le point 0 € g possède un voisinage 


étoilé Ü aussi petit que l’on veut sur lequel l’application (22) est un 
difféomorphisme de Ü sur un voisinage l/ de l’unité e de G. 


Définition 2. Les voisinages U et U jouissant de cette propriété 
sont dits voisinages canoniques (des points 0 € g et e € G respective- 
ment) associés à la décomposition directe (21). 

En choisissant des bases arbitraires dans les sous-espaces 4 et 
æ#, on obtient une base de l’espace g. Le composé À du difféomurphis- 


me D-1: U— U et de la restriction de l'isomorphisme g — R" à U 
est un difféomorphisme du voisinage Ü sur un ouvert de l’espace 
R”, c’est-à-dire que le couple (L, h) sera une carte sur G. 

De telles cartes sont dites cartes canoniques associées à la décom- 
position (21), et les coordonnées locales x!, ..., x", coordonnées ca- 
noniques. 

Il est clair que toutes ces définitions (de même que la proposition 4) 
se généralisent immédiatement au cas où 


(24) 8 — #1 D... D me 

Si 4 = get # — 0 dans la décomposition (21), c'est-à-dire si 
m — 1 dans la décomposition (24), les voisinages canoniques coïn- 
cident avec les voisinages normaux au sens de la définition 1, et les 
coordonnées canoniques, avec les coordonnées normales. 

L'autre cas extrême se présente pour m — n lorsque les espaces 
Hs + + +» «ém Sont tous de dimension un (c’est-à-dire lorsque la dé- 
composition (24) est définie par une base dans g). Les coordonnées 
canoniques correspondantes s'appellent coordonnées canoniques de 
deuxième espèce (et les coordonnées normales, coordonnées canoniques 
de première espèce). 

On remarquera que les coordonnées canoniques de première et de 
deuxième espèce sont définies par une base arbitraire de l’espace 
vectoriel g. 


La proposition importante suivante se démontre sans peine à 
l’aide des coordonnées canoniques : 


Proposition 5. Tout homomorphisme continu ® de groupes de Lie 


H et G (traités comme des groupes topologiques) est une application difj- 
férentiable (un homomorphisme de groupes de Lie). 
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Démonstration. Soient a € H et g EOoæu)G). Il nous 
faut montrer que la fonction g + ® définie au voisinage du point «a 
est différentiable en a, c’est-à-dire appartient à ©O,(H). Mais, puis- 
que ® est un homomorphisme, on a 


D= LE: DL. 


Donc, l'application L, et la fonction f = go Lu étant différen- 
tiables, il nous suffit de prouver que pour toute fonction f € ©. (G), 
la fonction f ° ® est différentiable dans un voisinage de e € A, 
c'est-à-dire que l’application ® est différentiable en e. 

Traitons d’abord le cas où H est le groupe additif R des réels. 
Soient Ü un voisinage normal (canonique de première espèce) de 
l'unité e€ G, x'. ..., x", les coordonnées normales correspondan- 
tes. Soit, par ailleurs, e >> O0 un nombre tel que © (t) € U lorsque 
[tI<Le S0<t<eet0<|r|<s, où r et s sont des entiers, 
alors 


r t \r AY 
©(=:)=® (=) et D(t)=® (=) | 
D'autre part, les coordonnées zx!, . .., x" étant normales, pour tout 
i—=1,...,n,tout a € Ü et tout s tel que a E C,ona 
z(a*) — sri(a) 
(il suffit de remarquer que si a — exp À, alors a° = exp;(s4)). Donc 
i APE 2e 
0) (F4) = e09(4) 
et 
(zio®)(t)=s-(xi 0 D) (=). 
Par suite, 
(ri o D) (—: ] = (zi D) (1). 


L'application ® étant continue, on a l'égalité analogue 
(x o D) (at) = œ-(xi o D)(t) 


pour tout réel &, | « | << 1. Ceci exprime que les fonctions x° o ® 
sont linéaires. Donc, l’application ® est définie en coordonnées loca- 
les par des fonctions linéaires, donc analytiques. Par conséquent, 
elle est différentiable. 

Supposons maintenant que le groupe À est arbitraire. Considé- 
rons une base quelconque Ÿ’,, . .., Ÿ, de son algèbre de Lie b. Alors 
pour tout i = 1, ..., n, l'application £{ ++ ® (expt}';) sera un 
homomorphisme %S — G continu, et, par suite, différentiable, en 
vertu de ce qui a été déjà prouvé, c’est-à-dire un sous-groupe à un 
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paramètre du groupe G. Donc, dans l'algèbre de Lie g du groupe G, 
il existe des éléments X,, .... X, tels que 


D (exptY;) = exptX; 


pour tout ë — 1, ..., n. Comme ® est un homomorphisme, il s’en- 
suit de là que pour tous t!, ..., {" ER on a 


D (exp£!Y, ... exp {f"Y,) = exp t!X, ... expt"X,. 


Il est clair que l'élément exp t!X, ... expt"X, du groupe G dé- 
pend différentiablement de #!, . .., {", c'est-à-dire que ses coordon- 
nées locales z!, . .., x" (dans une carte quelconque)sont des fonc- 
tions différentiables zx!l(£), ..., x"(t) de t = (tt, ..., 1"). Or, 
par définition, les nombres f!, ..., {" ne sont autres (dans un voi- 
sinage de l'unité du groupe #4) que les coordonnées canoniques de 
deuxième espèce définies par la base considérée de l'algèbre 6. Donc, 
les fonctions zx'(t), x"(t) sont des fonctions définissant l'ap- 
plication (4 dans les coordonnées locales ,...,t'et xl, .... x". 
Ces fonctions étant différentiables, il en est ‘de même de l'applica- 
tion D. C] 


Corollaire. Si deux groupes de Lie sont isomorphes en tant que grou- 
pes topologiques, ils le sont en tant que groupes de Lie. O 


De là il s'ensuit, en particulier, que si l'on peut munir un groupe 
topologique d'une structure différentiable compatible avec sa topologie 
de telle sorte qu'il devienne un groupe de Lie, on ne peut le faire que 
d'une seule manière. 

Cela signifie que le foncteur d'annihilation 


GR-DIFF — GR-TOP 


associe à des groupes de Lie distincts des groupes topologiques dis- 
tincts. On peut donc considérer que ce foncteur réalise une injection 
de la catégorie GR-DIFF dans la catégorie GR-TOP. En d'autres 
termes, la catégorie GR-DIFF des groupes de Lie peut être traitée 
comme une sous-catégorie de la catégorie GR-TOP des groupes topo- 
logiques. La proposition 5 exprime alors que cette sous-catégorie est 
complète. 


Il est naturel de se poser maintenant la question de savoir s’il 
n’est pas possible de caractériser la sous-catégorie GR-DIFF à l'in- 
térieur de la catégorie GR-TOP par des conditions topologiques gé- 
nérales sans faire intervenir la différentiabilité, c'est-à-dire s’il 
n’est pas possible, à l’intérieur de la catégorie GR-TOP, de caracté- 
riser les groupes topologiques G admettant une structure de groupes 
de Lie. 

Une condition nécessaire est évidente: un groupe topologique G 
admettant une structure de groupe de Lie doit nécessairement être 
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séparé et localement compact. Pour formuler une condition nécessai- 
re plus fine. nous aurons besoin de la définition suivante: 
Définition 3. On dit qu'un groupe topologique G est sans petits 
sous-groupes si son unité e possède un voisinage ne contenant aucun 
sous-groupe À = {e}. 
Il se trouve que cette propriété est nécessaire pour que le groupe 
G puisse ètre muni d’une structure de groupe de Lie. 


Proposition 6. Tout groupe de Lie G (ou, plus exactement, tout 
groupe topologique Gi,1 déduit du groupe G en ignorant la différentiabi- 
lité) est un groupe sans petits sous-groupes. 


Démonstration. Munissons l’espace T,.(G) = g d’une 
métrique euclidienne arbitraire. Alors, pour à > 0 assez petit, la 
boule de rayon Ô centrée en 0 sera un voisinage normal de 0, et, par 
suite, son image par l'application exp sera un voisinage normal de 
l'unité du groupe G. Soit L’ un voisinage normal construit comme 
ci-dessus pour 6/2. Il est clair que pour tout vecteur À € g non nul 
de module <<6/2, il existe un entier m tel que le module du vecteur 
mA soit compris entre 6/2 et ô. Cela signifie que pour tout élément 
a = exp À de U différent de l'unité, il existe un m tel que a" — 
= exp mA n'appartienne pas à CL. Donc, le voisinage ÜU ne peut 
contenir aucun sous-groupe À -£ fe}. O 


Il est remarquable qu'avec la condition de compacité locale, 
l'absence de petits sous-groupes est une condition suffisante pour 
qu'un groupe séparé G puisse être muni d'une structure de groupe de 
Lie (structure qui est unique comme déjà prouvé). 


Théorème (Glisson-Yamabe). ln groupe séparé topologique est 
un groupe de Lie si et seulement s’il est lcalement compact et ne possède 
pas de petits sous-groupes. 


La démonstration du théorème de Glisson-Yamabe est trop com- 
pliquée pour être développée ici. 

Lne autre condition nécessaire pour qu'un groupe topologique 
soit un groupe de Lie est qu'il soit localement euclidien, c'est-à-dire 
qu’il soit une variété topologique. La question de savoir si cette con- 
dition est suffisante constitue le cinquième problème de Hilbert (dans 
sa formulation moderne). Üne étude minutieuse de la structure des 
groupes topologiques possédant de petits sous-groupes a conduit 
(Montgomery, Tsippine, Iwasawa. Glisson, Yamabe) à la conclusion 
qu'aucun groupe localement euclidien ne peut contenir de petits sous- 
groupes. Combiné au théorème de Glisson-Yamabe ceci nous donne 
immédiatement une réponse positive au problème de Hilbert: tout 
groupe localement euclidien est un groupe de Liz. 

Voir les détails dans [5] et [71]. 
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LEÇON 5 


Algèbres associatives libres.— Algèbres de Lie libres. — Lemme 
fondamental.— Algèbre enveloppante universelle. — Injection 
d’une algèbre de Lie dans son algèbre enveloppante universel- 
le.— Démonstration du fait que l'algèbre 1(X) est libre. 
— Théorème de Poincaré-Birkhoff-Witt.— Produits tensoriels 
d’espaces vectoriels et d’algèbres.— Algèbres de Hopf. 


Pour prouver l'assertion B de la leçon précédente, assertion qui 
est purement algébrique, nous développerons le formalisme corres- 
pondant sous une forme, à vrai dire. plus générale et plus détaillée 
que nécessaire, ce qui nous permettra sans perte de temps d’exhiber 
une série de constructions intéressantes et importantes qui sont 
utiles dans de nombreuses questions de théorie des algèbres de Lie. 

Soit À une catégorie d'algèbres (sur un corps K qui sera supposé 
arbitraire dans cette leçon). Conformément à la notion générale 
d’« objet libre » (notion qui ne sera entièrement définie qu'à l’aide 
de celle de foncteur adjoint), une algèbre .7 de la catégorie À dans 
laquelle on a distingué un sous-ensemble X s'appelle algèbre libre 
de la catégorie À admettant X pour ensemble de générateurs libres 
si pour toute algèbre 4 de la catégorie A, toute application À — 4 
se prolonge de façon unique en un homomorphisme # — 4. 

Par exemple, l'algèbre des polynômes * [X] de variables parcou- 
rant l’ensemble X est une algèbre libre dans la catégorie des alge- 
bres associatives. commutatives et unitaires. De façon analogue, 
l'algèbre des polynômes de variables non permutables de X sera une 
algèbre libre dans la catégorie ALG,-ASS des algèbres unitaires 
associatives (mais généralement non commutatives). Nous désigne- 
rons cette algèbre par le symbole “<{X}, et si l'ensemble X — 
= {2,,..., 2} est fini, par le symbole “{x,, . . ., zh). 

Pour le seul cas qui nous intéresse, cas où l’ensemble X est 
composé de deux éléments zx et y. tout élément de l'algèbre K{zx, y} 
se représente de façon unique par une combinaison linéaire à coeffi- 
cients dans “ d'expressions de la forme 
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(1) sy... ZORYUR, 


appelées monômes en x et en y. Ici p;. qi. . . .. Px. g, Sont des entiers 
> 0 qui sont tous non nuls à l'exception éventuellement des « extrèé- 
mes » p, et gx. Si p, = 0. le terme zx! n'est pas écrit. si qg; = U, 
c'est le terme y°# qui ne l'est pas. Le nombre #7 = p, + q + ... 

.—+ pr + gx S’appelle degré (ou puissance) du monôme (1). 

On admet qu'un monôme vide (k = 0) s'identifie à l'unité 1 du 
corps <. Un tel monôme est de degré 0. 

Le fait que les monômes (1) forment une base dans l'algèbre 
K4{x. y) définit de façon unique l'addition et la multiplication 
par des nombres de < dans “{r, y). Quant à la multiplication. il 
suffit en raison de la distributivité de la définir uniquement pour les 
monômes (1). Si des monômes zPiyn...2Phy"h et zx'iy' ... xly'l 
sont tels que g, 0 et r, 0 ou, au contraire. que g; = Oet r, = 
= 0, alors on convient que leur produit est le monôme 


(2) TPyN rPhythaanys _. z'ly, 


obtenu en écrivant le deuxième monôme à la suite du premier (pour 


gr = 0 et r, = 0, les termes y"#k et x": ne sont naturellement pas 
écrits). Si l'une seulement des puissances g4, et r,; est nulle, pour 
produit on prend le monôme obtenu de l'expression (2) (qui dans ce 


cas n’est plus un monôme) pour g, = 0 par la substitution de 1°**”! 


à z’ky'hznet pour r — 0, dey°#"" à y'axriya. Une vérification 
immédiate montre que cette multiplication est associative, l'élé- 
ment neutre étant le monôme vide (1). 

Si maintenant {x, y}—> 4 est une application quelconque de 
l’ensemble {x, y} dans une algèbre unitaire associative 4. alors en 
associant à tout monôme (1) un élément ar:bn...a?#b"r de l’algè- 
bre #, où a et b sont les images des générateurs x et y dans 4, et 
en prolongeant linéairement cette application à des monômes 
arbitraires, on obtient, comme le montre une vérification immédiate. 
un homomorphisme (x, y)— 4 faisant correspondre à x et y 
les éléments a et b, c’est-à-dire un homomorphisme qui prolonge 
l'application {x, y}— 4. Cet homomorphisme est unique, puisque 
tout homomorphisme qui prolonge cette application doit associer 
à un monôme (1) un élément aPibt, . . aPxb7n. Ceci prouve que 
l'algèbre (x, y) est une algèbre libre de la catégorie ALG,-ASS 
à générateurs libres zx et y 

Pour tout X, l'algèbre K{X ) se décrit de façon analogue. On 
prouve qu'elle est libre comme pour À = {x, y} mutatis mutandis. 

Les algèbres libres de la catégorie ALG-LIE (qui sont appelées 
algèbres de Lie libres) sont bien plus difficiles à construire. La voie 


C* 
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la plus simple consiste apparemment à considérer dans l'algèbre 
de Lie {“{X)] adjointe à l'algèbre des polynômes “({X } la sous- 
algèbre 1(X) engendrée par l’ensemble X, c'est-à-dire la plus 
petite sous-algèbre contenant cet ensemble. Tout comme dans le cas 
où À —= {zx. y} (cf. leçon précédente), les éléments de l'algèbre de 
Lie 1(X ) sont les polynômes de Lie en les éléments de X. c'est-à- 
dire toutes les expressions obtenues en additionnant ces éléments, 
en les multipliant par des nombres et en leur appliquant le crochet 
de Lie {a, b] = ab — ba (tous ces éléments appartiennent évidem- 
ment à I(À ) et forment une sous-algèbre de l'algèbre {<(X )]). 
L'étude de l'algèbre 1(X ) est assez compliquée du fait que ma- 
lheureusement nous ne pouvons représenter ses éléments par des 
expressions canoniques simples (à l’image des combinaisons linéaires 
de monômes pour les éléments de l'algèbre <{X )). 

Comme à la leçon précédente, on désignera par « l'injection 
KX)— “(X), c'est-à-dire, plus exactement, l'application qui 
à un polynôme de Lie u EI(X}) associe le polynôme 1u € X(X) 
obtenu en développant tous les crochets de Lie. 


Proposition 1. L'algèbre 1 (X ) est une algèbre de Lie libre dont X 
est un ensemble de générateurs libres. 


La démonstration de cette proposition est très compliquée. Nous 
la ferons par étapes, en commençant par prouver un lemme se rappor- 
tant à des algèbres de Lie quelconques. 


Soient g une algèbre de Lie (sur un corps K) et 
(3) X = {x, iCl} 
une base de qg (considérée comme un espace vectoriel). Nous n'’ad- 
mettons pas que l’algèbre g est de dimension finie, donc l’ensem- 
ble 7 des indices, ensemble qui est supposé totalement ordonné, 
est infini. (L'existence d’une base dans un espace vectoriel arbitraire 
se prouve sans peine à l’aide du lemme de Zorn, puisque l’ensemble 
de tous les sous-espaces de cet espace munis d’une base est inductif, 
et, de plus, tout sous-espace propre muni d’une base peut être 
inclus — par adjonction d'un vecteur — dans un espace de dimen- 
sion plus élevée muni d'une base.) 

Soit, par ailleurs, 7”, un espace vectoriel muni d’une base dont 


les éléments z, sont indexés par toutes les suites &@ = (i,, is, . . ., in) 
monotones (c'est-à-dire telles que à <i,<...<in), où à, 
Los + + in EL. 


On désignera par | & | le nombre x de termes de toute suite 
œ = (i,, ..., in). On admettra que la suite vide @, pour laquelle 
[SG 1 = 0, est monotone. 

On notera [a, b] le produit des éléments a, b d’une algèbre de 
Lie 9. 
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Lemme 1. À tout élément a € g et tout élément v € 3';. on peut 
associer un élément av EF’, tel que 

a) av dépende linéairement de a et de v'; 

b) pour tous éléments a, bEg et tout élément v EF’,, l'on ait 


[a, blu = a (br) — b (ar); 
c)sia— (i,,..., in) et i < i, alors 


Lila — Tia 
où im = (i, ij, e . +, in). 


Démonstration. En vertu de a). il suffit de construire 
des éléments de la forme x;z,. Nous le ferons par récurrence sur | & | 
et sur i. Pour réaliser cette récurrence, il est commode de renforcer 
le lemme en exigeant que soit remplie la condition subsidiaire sui- 
vante : 


d) si x;z, = Douce, alors | PB, |[S |] | 1 pour tous les k. 
Pour a = @ et pour tout i, on pose par définition 
Ti2= — Zi. 
Supposons que les éléments x;z, ont déjà été construits pour tous 
les j et tous les B tels que | B | < | & | ainsi que pour tous les j < à 


lorsque | B | = | « |. Posons a = i,f et définissons l'élément z7:z, 
à l’aide de la formule 

Zia POur Ki; 

Lie (tite) + (ti. ti, 38 pour ii. 

Cette définition nous conduit à un seul élément z,z, en vertu de la 
condition d) et de l’hypothèse de la récurrence. Il est clair que les 
conditions c) et d) sont remplies pour l'élément z;z.. 

Donc, tous les éléments z;z, et partant (par linéarité) tous les 
éléments ar, a€g, “ E7”,;, sont construits. Reste à vérifier la 
condition b). Il est clair qu'il suffit de le faire uniquement pour 
a = zt;,b = z;,v = z,. Donc, il nous reste à prouver que pour tous i, 
j et toute suite monotone & = (i,. . ... in). on a 


Liza — 


(4) Ti (Lio) — Zj (Gite) = ri. xjl 2e. 


Cette égalité est évidente pour à = j. Par ailleurs, si elle est remplie 
pour un couple (i, j), elle le sera pour le couple (j, i). Donc, sans 
perdre en généralité, on peut admettre que i > j. 

Effectuons une récurrence sur | & |. Pour x — @ (et i= j), on 
a par définition 


Ti (z;2=) = 2j (xizs) + [r;, Zj] 2: 


Donc, la relation (4) est réalisée pour « = @G. 
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Supposons maintenant que l'égalité (4) est remplie pour tous les & 
tels que | & | << r et considérons une suite arbitraire & = (i,....,in) 
telle que | æ| = #7. Pour des raisons de symétrie on posera i, = k et 
B — (ie ..., in). 


Si j< k, on a par définition 
Li (Tia) = Liïja = Lj (Ziïo) — [xi, z;] Zas 


si bien que (4) est valable dans ce cas aussi. 
Supposons maintenant que ÿj > k. Par hypothèse de la récurrence, 
l'égalité (4) est valable pour &« = $ (et pour tous à et j). Donc 


{zs, 2e = (ri, xjl (xx) = 
= 2((ri, 25] 26) + [x xl, xl 28 = 
= Zn (ti (28) — 2x (25 (is) + Üxs, 25h, zx 26. 
et, par suite, l'égalité (4) peut être mise sous la forme suivante: 
Zi (tj (trs 6) — 2j (ts (xrEg)) + Zn (ts (Zita) — 
— Zn (ri (Ziza)) = Us, zjl, xl 28. 


Désignons cette égalité par le symbole (i, j, k). 

À noter que l’on peut considérer que les égalités (j, k, i) et (k, i, j), 
déduites de (i, j,A) par une permutation cyclique des indices, sont 
prouvées. En effet. si l’on change le nom des indices ji, k + j, 
i—+ k, l'égalité (j, k, i) se transforme en l'égalité (ë, j, k). avec i > j 
et j LÀ, qui a déjà eté prouvée. De façon analogue, si k-+j, i—+ i 
et j — k. l'égalité (4. à, j) se transforme (avec inversion de tous les 
signes) en l'égalité (ë., j, k) ave i=>jetj <k. 

Par ailleurs, en additionnant les égalités (j, k, i) et (k, à, j), on 
obtient de toute évidence une égalité dont le premier membre est 
justement égal à celui de l'égalité (i, j,k) pris avec le signe opposé 
et le second membre égal à 


(LE ZA Th}, xl + (x, zi], 71) 2 fr 


ce qui en vertu de l'identité de Jacobi est égal au second membre 

de l'égalité (i, j, À) pris avec le signe opposé. Or, les égalités (j, k, i) 

et (£. &, j) sont valables, donc il en est de même de l'égalité (i, j, k). 
Ce qui achève la démonstration du lemme 1. O 


On rappelle qu’un espace vectoriel 7° est un module sur une 
algèbre associative + (ou simplement un .#-module) si pour tout 
élément a € .4 et tout élément v € 7‘ est défini un élément av € 7° 
dépendant linéairement de a et de vet si pour tous éléments a, b € 4 
on a 


(5) (ab) v = a (br). 
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Le fait que l'élément av dépend linéairement de v exprime que 
l'application v— av de l'espace 7” dans lui-même est linéaire.f En 
désignant cette application par 0 (a). on obtient, par conséquent, une 
application 6 de l'algèbre .£4 dans l'algèbre End 7° des applications 
linéaires (endomorphismes) de 7° dans 7°. Le fait que l'élément av 
dépend linéairement de l'élément a exprime que l'application 6 
est linéaire et la relation (5) dit que cette application est un homo- 
morphisme d'algèbres. Réciproquement. la donnée d'un homomor- 
phisme quelconque d'’algèbres 60 :,4— End 7° définit sur 7” une 
structure de module sur Z pour laquelle av = 8 (a) v. 

De façon analogue, on dit qu'un espace vectoriel 7 * est un module 
sur une algèbre de Lie g si est donné un homomorphisme 6: g— 
— [End 7 | de l’algèbre de Lie g dans l’algèbre de Lie [End 7]. 
En termes d'éléments, cela signifie que pour tout élément a € g et 
tout élément v € 7° est défini un élément av = 6 (a) v dépendant 
linéairement de a et de v, et, de plus, pour tous éléments a, bE€3g 
on a 

[a, b] = a (br) — b (av). 


En comparant ces conditions avec les conditions a) et b) du lemme 1, 
on remarque que ce lemme exprime que tout espace vectoriel 7’, 
peut être muni d'une structure de module sur une algèbre de Lie g 
telle que pour toute suite monotone & — (ij, is, . . ., th) et tout i< ù 
l'on ait 

Tia — Zia- 


C'est sous cette forme que nous utiliserons ce lemme. 


Soient maintenant 1 une algèbre unitaire associative, 1:9— 
—+ [1] un homomorphisme d'une algèbre de Lie g dans l'algèbre 
de Lie des commutateurs de l'algèbre 4. 


Définition 1. On dit qu'un homomorphisme 1:9— [11] est 
universel et l'algèbre AL (considérée avec cet homomorphisme), une 
algèbre enveloppante universelle de l'algèbre de Lie g si pour toute 
algèbre unitaire associative #4 et tout homomorphisme :g—+ [4] 
il existe un seul homomorphisme 1: 4 — 4 pour lequel le diagramme 


9 —— 
est commutatif. 


A # 
Pa 3 
On écrira ÿ = YU. 


On remarquera que si #4 = À et @ =, alors Uç est l'homo- 
morphisme identique id: Z —> 4. 
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Une algèbre enveloppante universelle de l'algèbre de Lie 1(X) 
est l'algèbre “({X) (relativement à l'injection vu: 1(X }— [K{X )}). 
En effet, soit œ@:((X)—{[;] un homomorphisme arbitraire de 
l’algèbre 1(X) dans l'algèbre des commutateurs [4] d'une algè- 
bre unitaire associative {. L'alsèbre “<(X) étant libre. l'applica- 
tion |x: Â— 4 se prolonge de façon unique en un homomorphis- 
me Ÿ:K(X)—+ 4. Il nous faut donc montrer seulement que #ot—, 
c'est-à-dire que Ÿli,;, = 4. Mais par construction += 
sur À. De plus, si qa = vŸa et qb = vb, où a, bE1(X). alors 
p (a + b) = + (a + b), œ (ka) = 1 (kb) (car les applications q et 
sont toutes deux linéaires) et œfla. bl = [ça, œbl = qa-qb — 
—pb-pa = va-wÿb — b-Wa = 4% (ab — ba) = Ÿ [a, b]. Donc, q = Ÿ 
sur tous les pulynômes de Lie en X, c’est-à-dire sur l'algèbre 1 (X ) 
tout entière. [] 


Si u:9—[%,} et 1:89 —[U.] sont deux homomorphismes 
universels, il existe des homomorphismes p — Lu: l,— Al. et 
o = eu: U:—+ À, tels que le diagramme 


gg _ U, 


14 


2 


est commutatif. Ceci étant, le composé op est justiciable du dia- 
gramme commutatif 


t 
g —— 4, 


qui dit que ocp — lu. Mais, comme déjà remarqué plus haut, 
lu = id, où id est l'application identique 7/,—+ 4. Donc 6 : p — 

= id. On montre de façon analogue que le composé p : © est l'ap- 
plication identique À.— "11.. Par suite, les homomorphismes p 
et o sont réciproques l'un de l'autre. Ceci prouve que pour fout 
couple d'algèbres enveloppantes universelles AL, et AL, d'une algèbre 
de Lie g, il existe un isomorphisme p:U, — AL, tel que pu = Le. 

De ce point de vue l'algèbre enveloppante universelle 4L d'une 
algèbre de Lie est unique. 

Pour prouver son existence, choisissons une base arbitraire (3) 
dans g et considérons l’algèbre des polynômes non commutatifs 
K{X). L'algèbre g (traitée comme un espace vectoriel) s'identifie 
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canoniquement au sous-espace “<,(X) de l'algèbre “(X ) composé 
des polynômes homogènes du premier degré. Donc. pour tous élé- 
ments zx, yEg, dans l'algèbre “(X) seront définis trois éle- 
ments (visiblement distincts pour x Æ0 et y 0): l'élement 
[r, ylE <,(X) qui est un polynôme homogène du premier degré, 
et les éléments xy et yx qui sont des polynômes homogènes du second 
degré. Soient % l'idéal de l’algèbre “<(X }, engendré par les poly- 
nômes de la forme zxy — yz — Î{x, y], 4 = K(X})/$ l'algebre 
quotient correspondante, t:g—>4L la restriction à g = “,(X} 
de l'épimorphisme canonique “<{X)—> H. Alors, pour tous élé- 
ments x, y € g, on a l'égalité suivante dans 


x, y] = u(zy — yx) = 1xiy — uyrux = lux, wl, 


égalité qui exprime que test un homomorphisme d'algèbres de Lie 
g —+ [AU]. 

Supposons maintenant que ./ est une algèbre unitaire associative 
quelconque et soit @:8 —!l.:] un homomorphisme. La restriction 
de @ à X se prolonge de façon unique en un homomorphisme 


d: X(X)— A. Les applications ç et ÿsont linéaires et confondues 


sur la base À de l’espace 9 = K,{X). Donc, q@ = + sur g, et, par 
suite, pour tous éléments zx, yEg,on a 


dy — yr — Ur, yl) = ru — y pr — plz, yl = 
= 2 qu — Qu-q2 — @ lx, yl = 
= ex, qyl — œ [x, yl = 0. 


Donc, Ÿ (#) = 0, et, par suite, ÿ induit un homomorphisme 1 : 4 — 
— A tel que visiblement oi = ÿ. Ceci exprime que l’homomor- 
phisme t est universel. 

Nous avons ainsi démontré que pour toute algèbre de Lie g, il 
existe une algèbre enveloppante universelle A1. 


Remarque 1. Il est aisé de voir que l'algèbre 1 ne dépend pas 
du choix de la base (3) de l'algèbre de Lie g et, par suite, la cor- 
respondance gl est un foncteur ALG-LIE — ALG,-ASS. Ce 
foncteur est tel que pour toute algèbre associative 4, l’ensemble 
Hom(g, l11) des homomorphismes g— [#1] est en correspondance 
biunivoque avec l'ensemble Hom(Ÿl, 4) des homomorphismes 
U— 4: 

Hom (g, [4]) = Hom (U, 4). 


Dans le langage de la théorie des catégories, ceci exprime que le 
foncteur g > 4 est adjoint à gauche du commutateur & + [#4]. 
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Appliquée à l'algèbre 4 — End 7’, l'universalité de l'homo- 
morphisme &: g—> [L] exprime que tout module 3° sur l'algèbre de 
Lie g possède une structure unique de 1l-module qui prolonge sa 
structure de g-module, c'est-à-dire une structure telle que 


zv = (ir) v 


pour tous éléments x E get v E 7°. En effet, la structure de g-modu- 
le sur 7” est définie par l’homomorphisme g—> [End 7” et la struc- 
ture de L-module, par l’homomorphisme L— End 7. O 


Grâce au lemme 1, on déduit de là que sur l'espace vectoriel T';. 
il existe une structure de 1l-module telle que 


(6) (ri) 2a = ia 
pour toute suite monotone à = (i,, . . ., in) et tout i< à. 


En particulier, 
(xs) 35 = 24. 


La dernière formule entraîne immédiatement la proposition 
suivante : 


Proposition 2. Pour toute algèbre de Lie g, l'application 1: 3— 
— [1] est injective, de sorte que l'algèbre g peut être identifiée à une 
sous-alsèbre de l'algèbre des commutateurs [U]. 


Démonstration. Soient x un élément de l'algèbre de 


Lie g tel que ur = 0, x — Ÿ c;r;, sa décomposition par rapport à la 
base (3). Alors 


Sein = D ci (az: = (ci) 23 = (w) 54 = 05. = 0, 


ce qui est possible (puisque les éléments z; forment une partie de 
la base de 7 ’,) si seulement c; = 0 pour tous les i. Doncz = 0. 


La proposition 2 explique l’épithète « enveloppante » attribuée 
à l'algèbre 1. 

Nous admettrons dans la suite que l'application & est une injec- 
tion et nous désignerons, en particulier, tout élément 1x, x € 9, 
simplement par x. 


La proposition 2 entraîne aussitôt la proposition 1. 

Démonstration de la proposition 1. Soient 
œ: À — g une application quelconque de X dans une algèbre de 
Lie g, r:g — 4 l'injection del’algèbre g dans son algèbre enve- 
loppante universelle 4. Puisque l'algèbre ‘“<{X) est une algèbre 
libre de la catégorie ALG,-ASS, il existe un homomorphisme 


+: HA) — L confondu sur X avec la composée 10: X —+ U. Cet 
homomorphisme fait correspondre à tout élément de l'algèbre 
I(X), c'est-à-dire à tout polynôme de Lie en x € X, un polynôme 
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de Lie en les éléments correspondants (1°) x de la sous-algèbre 
t(g), donc un élément de cette sous-algèbre. Ceci exprime que 
ÿ(KXY)S 1(9). Comme l'application 1:g—>-14(g) est bijec- 
tive, il s'ensuit de là que l'application + induit une application 
Ÿ:i(X) —g telle que cod —vd sur ((X). Pour achever la 
démonstration, il reste à remarquer que l'application best visi- 


blement un homomorphisme d’algèbres de Lie et est confondue 
avec @ sur À. (] 


La proposition 2 revient à affirmer que les éléments x; = 1x; 
de l'algèbre 1L sont linéairement indépendants. Sous cette forme, 
elle admet une importante généralisation qui est fondamentale 
dans la démonstration de l’assertion B de la leçon précédente (signa- 
lons à propos que nous n'avons pas besoin de la proposition 1 pour 
prouver l’assertion B ; nous l'avons établie pour son intérêt intrin- 
sèque). Pour formuler cette généralisation, considérons pour toute 
suite monotone @ = (i,, és, . . ., in) d'éléments de 7 l'élément 
(7) Ta — Lili,... Ti, 
de l'algèbre enveloppante universelle 4L (pour « — @ on admet 
que z.; — 1). Pour faciliter les formulations ultérieures, nous appelle- 


rons les éléments de la forme (7) éléments spéciaux de l’algèbre À 
(relativement à la base (3) de l'algèbre 9). 


Proposition 3. Les éléments spéciaux x, de l'algèbre enveloppante 
universelle 1 sont linéairement indépendants. 


Démonstration. De la formule (6) on déduit par une 
récurrence immédiate que 


Toi: — Za 
pour toute suite monotone &. Il reste maintenant à reproduire des 
raisonnements déjà connus: si >'cota —0, alors 


= 0, 


ce qui n'est possible que si c, — 0 pour tout &. [] 


à Caïa — D Cataiz = Oz 


La proposition 3 peut être précisée : 


Proposition 4. Les éléments spéciaux x, forment une base dans 
l'algèbre \ (traitée comme un espace vectoriel). 


Faisons quelques remarques préliminaires avant de prouver 
cette proposition. 

Les éléments x, sont définis de toute évidence pour toutes 
les suites (pas forcément monotones) & = (i,, . .., i\) d'éléments 
de Z (ces éléments seront dits spéciaux uniquement pour & mono- 
ones). 
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Pour toute suite &œ = (i,, ..., i,) d'éléments de 7, on désignera 
par d («) le nombre de désordres dans &, c’est-à-dire le nombre de 
couples (k, L), 1<k, IS n, tels que A<leti, > i,. Une suite a 
est monotone si et seulement si d (œ) = 0. En particulier, d (9) = (0. 

Une récurrence peu compliquée sur | & | et d(&œ) montre main- 
tenant que tout élément de la forme x, est une combinaison linéaire 
d'éléments spéciaux. 

En effet, cette proposition est automatiquement vraie pour 
d (x) — 0. Supposons qu'elle a déjà été prouvée pour tous les élé- 
ments de la forme zx; tels que |B|<<|aœl ou [B]=]|x1| et 
d (B) < d (œ), et considérons un élément x, tel que d(z) > 0. Il 
est clair qu’un couple d'indices voisins (ë. j) de la suite «& est en 
désordre, c’est-à-dire que i > j. Donc, l'élément x, peut étre ecrit 
sous la forme suivante: 


To — La Till"; 


où «&’ et &” sont des suites d'indices (éventuellement vides). Or, par 
définition du commutateur 


d Tilj = Lil; + [z:. xl, 
onc, 
Ta = Lo Tflila + La’ [Tir Tjlla. 


Dans g, l'élément {x;, x;l se développe par rapport à la base (3), 
c'est-à-dire que 


(x, xl = cm + Cm +... 


où seuls un nombre fini de coefficients c4,, ck,, . . . Sont non nuls. 
Donc, 
La = LB, + Chlp + ChlPs TE + 


« 


ou 


Comme d(B,) = d(æ) — 1 et |B,1—= |æ|—1 pour s>0, les 
éléments zg, et x$, s'expriment, par hypothèse de la récurrence, en 
fonction des éléments spéciaux. Donc, il en est de même de l'élément 
Ta. Ü 

Par ailleurs, de la construction de l’algèbre enveloppante uni- 
verselle AL, il s'ensuit immédiatement que l'algèbre AL est engendrée 
(en tant qu'algèbre unitaire) par tous les éléments de g, plus exacte- 
ment, par les éléments de la forme ur, où x E g. Du reste. cette 
affirmation résulte directement de la définition 1. En effet. soient 7° 
la sous-algèbre de 7/, engendrée par tous les éléments de g (et par 
l'unité 1), j, l'injection 3 — 4. Comme 19€ 7°, l'homomorphis- 
me « induit un homomorphisme t’: g—> [7°] (tel que jer” = L). 
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Soit À = 11’. Alors, il ressort immédiatement du diagramme com- 
mutatif 


LP 


que le composé jck est l'application li = id. Donc, j est un 
épimorphisme et, par suite, ? = lL. [] 


Démonstration de la proposition 4. En vertu 
de la proposition 3, il suffit simplement de montrer que tout élément 
de l'algèbre 4 est une combinaison linéaire d'éléments spéciaux. 
Or, puisque les éléments de g engendrent l'algèbre 1, tout élément 
de cette dernière est un polynôme en les éléments zx, de la base (3), 
c'est-à-dire est une combinaison linéaire de monômes de la forme z, 
(pour # quelconque). Ceci prouve la proposition 4. puisque, comme 
établi plus haut, tout élément de la forme x, est une combinaison 
linéaire d'éléments spéciaux. [ 

La proposition 4 s'appelle généralement théorème de Poincaré- 
Birkhofj-Witt. Signalons que les propositions 2 et 3 portent le 
même nom. 

Nous aurons besoin de la proposition 4 uniquement pour l’appli- 
quer à l’algebre 1(X) et à son algèbre enveloppante universelle 
K(X) (de sorte qu’en toute rigueur nous aurions pu nous passer 
de la notion d’algèbre enveloppante; mais ceci n'aurait apporte 
aucune simplification sensible). 


L'étape suivante de la démonstration de l’assertion B consistera 
à caractériser d'une autre manière, plus effective. les éléments de 
l'algèbre 1(X). A cet effet nous aurons besoin d'une construction 
générale. 

Soient 4 et © deux espaces vectoriels, admettant respective- 
ment des bases {x;} et {y;}. Considérons tous les produits formels 
de la forme x;y; et l’espace linéaire € ayant {x;v;} pour base. Tout 
élément de % est une combinaison linéaire formelle de la forme 


D huis ki5EK, 


où un nombre fini seulement de coefficients k;; sont non nuls. Com- 
parons l’espace vectoriel € à l’espace vectoriel €” engendré par les 
sommes formelles de la forme 


(8) À a;y}; 


où a; E.+4. et dans lequel les opérations linéaires se définissent 
de manière évidente (cet espace vectoriel est la somme directe d'es- 
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paces vectoriels isomorphes à #4, le nombre de termes de cette som- 
me étant égal à celui des éléments de la base {y;}). Signalons que 
l'espace vectoriel €’ re dépend pas du choix de la base {x;} (cette 
base ne participe pas à sa construction). Si a; — Ÿ k;;r; sont les 
décompositions des éléments a; par rapport à la base {r;}, nous asso- 
cions à l'élément (8) de €” l'élément Ÿ h;;r;y; de €. Il est évident 
que cette correspondance est un isomorphisme de €’ sur €. En iden- 
tifiant €” et & avec cet isomorphisme. on obtient que € ne dépend 
pas non plus du choix de la base {r;}. D'autre part, l'égalité 


D kigciy; = E (kit) y 
a un sens (et est vérifiée) avec cette identification. De façon analogue, 
l'espace € s'identifie à l'espace vectoriel &'’ des éléments de la 
forme 


à Zibi, 


où bd, Ex. Ceci exprime que l'espace € ne dépend pas du choix 
de la base {y;} et confère en même temps un sens à l'égalité 


D his = DD hui). 

On voit donc que l'espace € ne dépend pas (en vertu des iden- 
tifications effectuées) du choix des bases dans les espaces 4 et #, 
c'est-à-dire est défini exclusivement par ces espaces. L'espace & 
s'appelle produit tensoriel des espaces 4 et 7 et se note 4 © . 

Remarque 1. Les éléments z;y; de l’espace # @ & sont ordinai- 
rement désignés par z; © y, et l'élément d'k;;ziyy par D kit: © y. 
De façon plus générale, a = Ÿ'k;z; et b — © l;y; étant deux éléments 
quelconques respectivement de # et de #. on désignera par a @ b 
l'élément À kilyrs ® y. Il est clair que 


(a + a) © b = a Q b + a; À b, 
a @ (b, + b:) = a © b, — a ® b. 


k (a + b) = (ka) © b, = a © (kb) 


pour tous éléments a, a,, a, € 4, b, b,, b, € 8 et k € K. Réciproque- 
ment, il est immédiat de voir que l'espace vectoriel engendré par les 
symboles a @ b satisfaisant aux trois relations ci-dessus est cano- 
niquement isomorphe à l’espace #4 @ Æ. On obtient ainsi une 
construction de l'espace Z © @ qui est intrinsèque (ne dépend pas 
de la base). Nous ne nous arrêterons pas en détail sur cette construc- 
tion, car nous n’en aurons pas besoin. 


Remarque 2. On obtiendrait une autre caractéristique intrinsè- 
que pour l’espace 4 @ & (tout au moins pour le cas où #4 et & sont 
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de dimension finie) en introduisant l'espace vectoriel Z des fonction- 
nelles bilinéaires mixtes x, y — B (x, y) (cf. II, 5), dont le premier 
argument parcourt l’espace .4 et le second, l’espace Z. Il s'avère 
que #4 Q # est dual à Z, et de plus le couplage correspondant est 
défini de façon unique par la relation (a Q b, B) = B (a, b). Nous 
n’utiliserons pas non plus cette remarque. 

Si #4 et # sont des algèbres, l'espace «4 @ # est muni d’une 
multiplication telle que 


(a @ b) (x @ y) = (ax) @ (by) 


pour tous a, x € A et b, y € #. L'espace vectoriel # © # sera une 
algèbre pour cette multiplication. Cette algèbre s'appelle produit 
tensoriel des algèbres 4 et # et se note 4 © #. 

Si les algèbres 4 et # sont associatives et unitaires, il en est 
de même de l'algèbre 4 @ %. (On remarquera que cette affirma- 
tion est mise en défaut pour les algèbres de Lie.) L'unité de l'algè- 
bre «# Q # est de toute évidence l'élément 1 © 1. 

Dans les notations simplifiées (n'utilisant pas le signe @) que 
nous avons adoptées. la multiplication dans #4 Q@ æ est définie 
par la formule 


Œ kijtiy 5) (SX Lg? pY a) —= N k;5lpq (Zitn) (Y5y a)- 


Dans le cas 4 = < (X) et # — “K(Y }, qui seul nous inté- 
resse maintenant, l'algèbre #4 @ Æ# n’est autre que l'algèbre des 
polynômes en les générateurs de X et de Ÿ, tels que chaque généra- 
teur de X commute à chaque générateur de Y'. Nous désignerons cette 
algèbre par <({X. Y ). Donc, 


K{X, Y)= KX) @ «r) 
quels que soient X et Y. 


La multiplication dans une algèbre #4 n'est autre qu'une appli- 
cation linéaire 
UN: # © À —+ À 


(l'image d’un élément a @ bE 4 @ À par cette application est 
le produit ab). D’après la dualité de la théorie des catégories (qui 
consiste à inverser le sens de toutes les flèches), toute application 
linéaire 


(9) Ô: A+ À © À 


sera un objet dual. On appelle coalgèbre un espace vectoriel { pour 
lequel est définie une application (9), et coproduit, l'application (9) 
(on dit aussi application diagonale). 
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Définition 2. Une algèbre unitaire associative # est une algèbre 
de Hopf si elle est munie d’une structure de coalgèbre (c'est-à-dire 
si elle est munie du coproduit (9)) et si : 

a) le coproduit (9) est un homomorphisme d'’algèbres unitaires; 

b) dans l'algèbre + est donné un sous-espace vectoriel -;* tel 
que .+4 — <1 @ .4#* et que pour tout élément x E.-*, on a 


(10) ôr = 1 @r + x © 1 + D x: © ya, 


où r;. y: E A*. Si 
Ôx = 1Qzr—-7r@l, 


l'élément x € .+4* est dit primitif. 

On remarquera qu’en vertu de a), on a ô1 — 1 @ 1. 

Dans le langage de la théorie des coalgèbres, la condition b) ex- 
prime que l'élément 1 € .4 est la counité du coproduit 6. 

Les applications x > x © 1 et x->1 © x sont des monomorphis- 
mes de l'algèbre 4 dans l'algèbre + @ .=+. On désignera l'élément 
z @ 1 par x’ et l'élément 1 © x par x'’. La formule (10) devient alors 


(11) ôz = x + zx" + NN riyi. 
où z3, y; E A*, et la condition que x est primitif, 


Ôx = x — tr’. 


En vertu de la remarque ci-dessus, si 4 = -:(X }, alors 4 @ 
@Q 4 = K(X”, X°), où x et À” sont deux exemplaires disjoints 
de À. En particulier, si = NCA y) (seul ce cas nous intéresse), 
A @Q .-: = “({x", y'iz", F, "\, où x’ et y” commutent à x” et y”. 


Munissons l'algèbre <(X) du coproduit en exigeant que tous 
les générateurs x € X soient primitifs, c’est-à-dire que pour tout 
élément x € X on ait 

Ôx = x  — x. 


L'algèbre “<(X ) étant libre, cette condition définit de façon unique 
le coproduit 


(12) Ô: “XX )—+ XX’, X°”), 


qui est un homomorphisme d’algèbres, c’est-à-dire vérifiant la con- 
dition a) de la définition d’une algèbre de Hopf. 

S'agissant de la condition b), pour sous-espace vectoriel .4* 
y figurant. on prendra la sous-algèbre K(X }* de l'algèbre “{X }, 
formée de tous les polynômes sans termes constants (qui sont des 
combinaisons linéaires des monômes 1), ou, ce qui visiblement 
est équivalent, l’enveloppe linéaire de tous les éléments spéciaux x, 
(par rapport à une base de l’algèbre ((X)) correspondant à des 
suites monotones non vides &. Il est clair que la condition b) est 
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alors remplie (sous la forme (11)). Vous avons ainsi muni l'algèbre 
K(X ) d'une structure d’'algèbre de Hopf. 

Cette structure peut être conférée, à partir de considérations 
générales, non seulement à l'algèbre “(X}, mais aussi à l’algè- 
bre enveloppante universelle 4 de toute algèbre de Lie g. En effet, 
les éléments zx’ et x” étant permutables dans l'algèbre U @ À, 
l'application 

ZT —Zz, zEg. 


est un homomorphisme de l'algèbre g dans l’algéebre des commuta- 
teurs [L @ A]. Elle se prolonge donc en un homomorphisme d’algè- 
bres 


(13) 6: U—+ U @ A. 


IL est clair maintenant que si pour * nous prenons le sous-espace 
de 1 des combinaisons linéaires des produits des éléments de 9, 
alors ‘L sera une algèbre de Hopf munie du coproduit ô. Donc, l'al- 
gèbre enveloppante universelle 1 d'une algèbre de Lie g a une structure 
naturelle d'algèbre de Hopf. 

À noter que si Ü — <(X), le coproduit (13) est confondu avec 
le coproduit (12), puisque tous deux agissent de la même façon sur 
les générateurs de À. 


17-0164? 


LEÇON 6 


Théorème de Friedrichs.— Démonstration de l’assertion B 
de la leçon 4.— Théorème de Dynkine.— Partie linéaire 
de la série de Campbell-Hausdorff.— Convergence de la sé- 
rie de Campbell-Hausdorff. — Groupalgèbres de Lie.— Equi- 
valence des catégories des groupuscules et des groupalgèbres 
de Lie.— Isomorphisme des catégories des groupalgèbres et 
des algèbres de Lie.— Troisième théorème de Lie. 


D'après la construction de la fin de la leçon précédente, tous les 
éléments de l'algèbre de Lie g sont éléments primitifs de son algèbre 
enveloppante universelle AL. I1 se trouve que la réciproque est vraie: 


Proposition {. Pour toute algèbre de Lie g, tous les éléments pri- 
mitifs de l'algèbre enveloppante de Hopf Al sont éléments de 9. 


Démonstration. Soient comme dans la leçon précédente 
X — {x;, iE I} une base quelconque de l'algèbre de Lie g, {x} 
une base de l'algèbre enveloppante AL formée d'éléments spéciaux x, 
(relativement à la base X). Calculons l'image ôr, d'un élément 
spécial x, par le coproduit 


ô: U — AL © 1. 
Si a = @,c'est-à-dire z, — {, la réponse est immédiate : ô1 = 1. 
Idem pour | &« | = 1, c'est-à-dire lorsque & est composé du seul éle- 


ment i € {: étant un élément de g, l'élément x; est primitif, donc 
Ôx; = x; + ri. Par conséquent. il nous faut traiter seulement le 
cas |æ | > 1. 
Certains termes de la suite & peuvent être identiques. Soient 
ji Lie <<... <jmles termes distincts de cette suite, k, — k, (x) 
le nombre de termes de & égaux au terme jÿ,, s = 1,.... m. Donc, 
k,>1, k +...+k,—=]lalet 
Ta = Ti... L'm, 
Im 
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Comme ôxz;=2;+2;, il vient 
Gr = (2h + 2) (2h, + 2 Mme 


En chassant les parenthèses et en n'écrivant que les termes qui 
soit contiennent des éléments affectés du même nombre d'accents 
soit sont linéaires en les éléments de la forme z;, on obtient (en 
tenant compte de la permutabilité des éléments affectés d’un nom- 
bre d’accents différent) l'expression suivante pour Ôz, : 
x, = 2... 2m re... Lim 
m m 
"ka 1 À LR 
+ 2j," ... 2; mea + 


e °R °k 1 "R Dé 
hors ant Ti a + 


où, en vertu de la condition | « | > 1, aucun terme ne peut être 
simplifié par un autre. En posant 
hi R k __ ki a k_-1 
Ta = TZ; z;° .. Ti, cs Tan = Ti Ti, --. TZ; , 
nous pouvons mettre cette formule sous la forme compendieuse 
suivante : 


(1) Ôxze = ze + ze + k, (a) rar, +... + kn (a) Ta Tom + ..., 


| & | >> 1. 
Considérons maintenant un élément quelconque 


a = > Cala 
ass 
de l’espace vectoriel A+. 
Posons a = a, + a,, où 


ai —= D Cola À = D Catae 
[œil 1 lal>1 
L'élément a, appartient à l'algèbre g, donc est primitif. Par suite, 
l'élément a est primitif si et seulement si a, l’est. En particulier, si 
aa = 0, l'élément a est primitif. 

Soient a, 0 et j, <...< jm les éléments distincts de toutes 
les suites & telles que x, figure dans l'élément a, avec un coefficient 
ca non nul. Pour un tel x,, la formule (1) reste en vigueur si l’on 
admet que &, (œ) = 0 et x,, = 1 pour tout indice s = 1, ..., m 
pour lequel j, n’entre pas dans la suite &. Donc, 


Ga, > Cala + Te +hk,(a) rat, + ...+k,, (@) Tant; + .…)= 


a; +a;+( 7) kKla)cre,)2+...+(5 ki(a)c,rs )aÿ + 
læl>1 lai>1 mm 


7e 
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et, par suite, si l'élément a, est primitif, pour tout s = 1,..., m 
on a l’égalité suivante dans l'algèbre 4 


> k, (@) cata = 0. 
læl>1 à 


Dans cette égalité, les termes correspondant à des suites & distinc- 
tes ne peuvent se simplifier, puisque x, — z$, n'est possible que 
pour &, = f,, et si a, = f,etk, («) 0, k, (B) 0, alors &« = f. 
Donc. si a, est primitif, k, (æ) c, = O0 pour toute suite & (parti- 
cipant dans la décomposition de l'élément a,) et tout s, c’est-à-dire 
que À, (&œ) = O0 (puisque nous avons admis que c, 0). Par suite, 
|&æ | = 0, ce qui contredit la condition |æ | > 1. 

Donc, aucun élément a, 0 n'est primitif. Par suite, il en est 
de même de l'élément a. 

Ceci prouve qu'un élément a € L* est primitif si et seulement 
si & —= 0, c’est-à-dire si a = a, et, par suite, a € g. 

Ceci prouve entièrement la proposition 1. C 


Corollaire (théorème de Friedrichs). Un élément de l'algèbre des 
polynômes K(X)est un polynôme de Lie sur X (plus exactement, est 
de La forme ra, où a E 1(X }) si et seulement s'il est primitif. C 


Tout est prêt maintenant pour la démonstration de l'assertion B 
de la leçon 4. On rappelle que cette assertion se rapporte aux poly- 
nômes 


n : P, « 

_ : (—1)k-1 zPsyi ox ky R 

(2) A CA y) — à k' … Pig! --- Pr'9n! 
k=1 


de l'algèbre (x, y}, où dans la somme intérieure la sommation 
est effectuée sur toutes les collections d’entiers positifs p,, . .., p,, 
Qu ee. telles que p +... +p+qm+r...+gqg=n et 
p, +g,>0 pourtouti=1,...,n (le corps *< est supposé être 
maintenant de caractéristique 0). Ces polynômes sont les composan- 
tes homogènes de degré nr de la série formelle In (e*e”) en les variables 
non permutables x et y, obtenue en substituant le produit 


des séries 
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à z dans la série formelle 


L'assertion B dit que tout polynôme z, (x, y) appartient à l'algèbre 
I{x, y), c'est-à-dire, d’après le théorème de Friedrichs, est un 
élément primitif de l'algèbre de Hopf (x, y) (vérifie la relation 
ÔZn (Z, y) — Zn (x, Y) + 2n (x”, y”). 

Conceptuellement, la voie la plus naturelle pour prouver cette 
assertion consiste à étendre l’algèbre K4(x, y) à l'algèbre K{(x, y)) 
des séries formelles des variables non permutables x et y et à repren- 
dre pour cette algèbre tout ce qui a été fait dans la leçon précédente, 
c'est-à-dire à introduire la sous-algèbre 1({(x, y)) de l’algèbre de 
Lie des commutateurs [K((x, y))l engendrée par les éléments z et 
y (cette algèbre est formée des séries dont les composantes homogènes 
sont toutes les polynômes de Lie de {{x, y)) et à montrer que les 
séries de {({(x, y)) sont exactement les éléments primitifs de l’al- 
gèbre relativement à la comultiplication ô qui est telle que Ôz = 
— z'—+ r'et ôy = y’ + y”. Après cela, l’assertion B (qui revient à 
affirmer que la série In (e*e”) appartient à l'algèbre {{ (x, y}}), c’est-à- 
dire est un élément primitif de l’algèbre K{4{x, y)}), se démontre 
par un calcul immédiat: 


(3) ôln(e*e”) = 1n (eb*ev) = ]1n (e*°+x"ev"+v") = 
— ]n (e*’ex*eu'ev") = ]n (e*’ev'e*"ev") — 
= ]n (e*’ev”) + ]1n (e*°ev”) = 1n (e*e”)" + In (e*eŸ)". 


(Ce calcul utilise le fait évident que si des éléments & et n sont per- 
mutables, eë*n — eïen et In(En) = În E + Inn.) 

Mais le passage à l'algèbre “K((xz, y}) n’est absolument pas 
indispensable. En effet, pour établir la formule ôz, (x, y) = =, (x’, 
y) — 2 (x”, y”), on peut reproduire les calculs (3) en considérant 
non pas des séries formelles, mais certaines de leurs portions assez 
longues (en fonction de ») et en se concentrant uniquement sur les ter- 
mes de degré <n. Il est clair que le calcul (qui sera réalisé désormais 
à l'intérieur de l'algèbre (x, y)) reste entièrement en vigueur. 
On peut donc considérer en définitive que l’assertion B est prouvée. 


La démonstration de l'assertion B qui a été produite ne nous 
donne aucune formule explicite pour les polynômes de Lie 3, (x, y) 
dont elle affirme l'existence. On se propose de remédier à cette situa- 
tion. 

Supposons comme dans la leçon précédente que <*{zx, y) est la 
sous-algèbre de l'algèbre “<(x, y}, formée de tous les polynômes 
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sans terme constant. Définissons une application 
Oo: K*(r, y) (x, y) 


satisfaisant aux conditions suivantes: 
a) l'application © est linéaire; 
b) ox = xet oy = y; 
c) pour tout monôme a 1 


6 (ax) = [oa, xl, © (ay) = [oa, yl. 
Il est évident que ces conditions définissent une seule application o. 


Définition 1. Les éléments de l'algèbre {(x. y) de la forme oa, 
où a est un monôme, s'appellent monômes de Lie. 

Par définition: 

1) les éléments zx et y sont des monômes de Lie ; 

2) si u est un monôme de Lie, il en est de même de [u, xl et [u. yl. 

Il est évident que l'enveloppe linéaire de tous les monômes de 
Lie est confondue avec Im © = © (K*{zx, y)). 

L'expression explicite du monôme de Lie oa associé au monôme 


a = xPiyln . .. zPhyTr est 


(4) ga={...[x, x}, z], ..., x], y}, -.., yi, 


mn, 
Pa fois A fois 
., Zi, ..., ZT], y}, ..., y]. 
em” 
Ph fois an fois 


On voit, en particulier, que oa = Osip, > 1ousip;, =0etqa >1 
(on rappelle que d’après la définition du monôme, tous les exposants 
Pis Qi + + +» Pr gr SOnt strictement positifs, hormis, éventuellement, 
Pi et q,). 

La formule (4) entraîne immédiatement que pour tout monôme 
de Lie u = ôa, le polynôme 1u est un élément homogène de l'algèbre 
K4{z, y), c'est-à-dire une combinaison linéaire de monômes de 
même degré n > 1. Ce degré (qui est visiblement égal à celui du 
monôme a) sera appelé degré du monôme de Lie u. 


Lemme 1. Pour tous monômes de Lie u et v, l'élément lu, vl appar- 
tient à l'espace vectoriel Im o. 


Démonstration. Raisonnons par récurrence sur le degré 
n de v. Sin = 1, c'est-à-dire si v — x ou v = y, l'élément [u, v] est 
par définition un monôme de Lie, donc est contenu dans Im 0. 
Supposons que r >> 1. Alors v = [w, x] ou & = [w, yl, où w est un 
monôme de Lie de degré nr — 1. Supposons pour fixer les idées que 
v = [w. x] (le cas v — {[w, y] est exactement le même). Alors [u. cv] = 
— [u, |w, xl] et, par suite, en vertu de l'identité de Jacobi. 


{u, v] = (lu, w], x] — (lu, xl, wl. 
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Or. d'après l'hypothèse de récurrence, l'élément [u, w], donc [[u, wl, x| 
appartient à Im 6, c'est-à-dire est une combinaison linéaire de mon6- 
mes de Lie. Il en est de même de l'élément [[u, x]. wl. Donc [u, vl € 


CEimo. Ü 


Corollaire. Tout élément de l'algèbre de Lie { (x, y) est une com- 
binaison linéaire de monômes de Lie. En d'autres termes, 


Im © = I(x, y). 


Démonstration. Du lemme 1, il résulte immédiatement 
que l’espace Im © est une sous-algèbre de l'algèbre de Lie 1(x, y). 
Comme x, y Emo et que l'algèbre 1(x, y) est engendrée par les 
éléments x et y. cet espace doit être confondu avec 1x, y). Q 

Définissons maintenant un antihomomorphisme de l'algèbre 
K{z. y) dans l'algèbre End,(t{r, y)) des applications linéaires 
de l'algèbre 1(x. y) dans elle-même, c'est-à-dire une application 
linéaire 

8: K(x, y) — End (( (x, y)), 
satisfaisant à la relation 6 (ab) — 8 (b) c 8 (a) quels que soient a, bE 
E K(x, y). L'algèbre “4(x, y) étant engendrée par les éléments zx 
et y, cet antihomomorphisme est défini de façon unique par ses 
valeurs Oz et 6y, et comme les générateurs x et y sont des générateurs 
libres, les applications 0x et 6y peuvent être arbitrairement choisies. 
Définissons-les à l’aide des formules 


(6x) v = [v, xl, (Oy) v = [v, y], 


où v est un élément arbitraire de l'algèbre { (x, y). 

Donc, d’après cette définition, si u = x ou u = y, l'application 
O(u):1{7, y)—1(x. y) est une dérivation intérieure ad (—u) — 
— — ad u de l'algèbre de Lie {(x, y} (cf. leçon 3). Il s'avère que l'éga- 
lité Ou — — ad u (ou, plus exactement, l'égalité 6 (1u) — — ad u) 
est valable pour tout élément u de l’algebre 1 (x, y). 


Lemme 2. Pour tous éléments u, v El(x,y),on a 
(5) (Ou) v = [r. ul, 
où 6 — 001. 


Démonstration. D'après le corollaire du lemme 1. il 
suffit de prouver l'égalité (5) uniquement pour le cas où l'élément u 
est un monôme de Lie. Raisonnons par récurrence sur le degré nr de 
l'élément u. Si rn = 1. alors u = x ou u = y, et l'égalité (5) est réa- 
lisée par définition. Soit nr > 1. Alors u = [w, xl ou u — [w, yl, 
où w est un monôme de Lie de degré 7? — 1. Supposons pour fixer 
les idées que u = [w, xl. Comme 


O (w, x) — 06 (bx) — 0 (rb) = 0x-0b — 6b.067, 
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où b = uv, on a en vertu de l'hypothèse de récurrence et de l’identité 
de Jacobi : 


(Ou) v = (8 [w, xl) v — (6x) (8b) v — (8b) (8x) & = 
— (8x) (6w) w — (Bu) (Ex) v = 
— (6x) [v, w] — (Bw) Lv, x] = [[v, wl, xl — (lv, xl. wl — 
= [v, {w, xl] = [v, ul. © 
Lemme 3. Pour tous éléments a, b E *(x, y),on a 
(6) 6 (ab) = (Bb) (ca). 


Démonstration. On peut sans perdre en généralité ad- 
mettre que b est un monôme. Raisonnons par récurrence sur son de- 
gré n. Pour r = 1, c’est-à-dire si b = x ou b = y, l'égalité (6) résulte 
immédiatement des définitions. Soit r > 1. Alors b = cz ou b = cy, 
où c est un monôme de degré : n — 1. Supposons pour fixer les idées 
que b = cz. Comme 


6 (ab) = © (acx) = [oc (ac), xl = (0x) (o (ac)), 
il vient d'après l'hypothèse de récurrence 
© {ab) = (6x) (6c) (oa) = 8 (cx) (oa) = (0b) (ca). 
Lemme 4. La restriction o = os: de l'application o à{{r, y) 


 K%*({x. y)est une dérivation de l'algèbre 1x, y), c'est-à-dire que 
pour tous éléments u, v E1(x, y), on a 


olu, v] = [ou, v] + [u, ovl. 


Démonstration. Soient uw = a et 1 = b. Il vient en 
vertu des lemmes 3 et 2 


5 lu, v] = © (ab) — 6 (ba) = (Bb) (a) — (Ba) (ob) — 
— [oa, b] — [ob, a] = [oa, b] + [a, ob] = 
— [ou,vl+lu,orl. D 


Nous pouvons prouver maintenant la proposition fondamentale. 

Proposition 2 (théorème de Dynkine). Un polynôme homogène 
a E K{x,y)de degré n>1est un élément de l'algèbre de Lie{(x,y) 
(c'est-à-dire est de la forme 1u, où u Et{x, y}) si et seulement si 


(7) L (a) = na. 


Démonstration. Si l'égalité (7) est réalisée, alors 


a=i( +), où EL (z, y). 
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Réciproquement, soit a = 14 où uEIl(xz, y). Sans nuire à la 
généralité, on peut admettre que l’élément uw est un monôme de Lie. 


Effectuons une récurrence sur le degré x de l’élément u. Si n = 1, 
alors u = x ou u = yet l'égalité (7) est remplie. Soit n > 1 et sup- 


posons, pour fixer les idées, que u = [v. x], où v est un monôme de 
Lie de degré 7 — 1. D’après le lemme 4 et l'hypothèse de récurrence, 


on à alors Oo _. 
u(oa) = ou) = 10lv, x] — 


—= u([ov, z]l — lr:, ox]) = 

= {iov, xl + dr, 7 = 

— (n — Ahdv, x] + dv, xl = 

= (n—{Îju—<—iw=(n—{)ata=na. D 


La proposition 2 dit que si a = 1, alors 


D'après l'assertion B, la condition a = west réalisée pour a = z, (x, 
y) et u = J,(x, y). Donc | 
Jd n (z, y) = - Sn ts #) , 


c'est-à-dire que (cf. formule (2)) - 


k-1 ( P:703 PR 1») 
8 z, y)= 15 = SO OV 
(8) JA G y)= k Z  palql-.. pr! qn! 
u 1 (p).(a) 


« 


où dans la somme intérieure, la sommation est étendue à tous les 
exposants entiers strictement positifs p,, a .... Pr, Qn tels que 


Mm+h>0,..., pa +qm>0 
Dmrhr..--+PrTrGm=Nn. 


Ceci est la formule désirée. 
Pour la série formelle de Lie 


et 


(9) SG = D y 


on obtient, en regroupant les termes, la formule suivante 


_S CO 
(10) Dix, y) = 2 > k Path+e.. +Pr + * 


R=1 (p). (a) 
| [rPryts 2 RyUR | 


Pal Qi! ... pr!'qR\ ? 


LA 
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où pour la suggestion on a substitué [xPiyn . .. zPhyTà] à © (zPiya. .. 
. TPRY_R), 
Cette série s'appelle série de Campbell-Hausdorff sous la forme de 
Dynkine. 


La série (10) est peu commode pour les calculs pratiques, car elle 
contient de nombreux termes semblables non réduits. La difficulté 
à réduire ces termes est bien illustrée par le calcul de la partie linéai- 
re en x de la série (10). 


Un monôme de Lie [rPiyn. .. x”’mym] est linéaire en x (et non 


nul) si et seulement si ou bien p, = 1, p; = 0,..., pm = 0 (et alors 
il est de h: forme {xy"], où n=qg +...+ Qm). ou bien p, = 0, 
Pe = 1, = 0, .. » Pm = 0: Qi = 1 (et alors il est de la forme 


[yzy"-1], où n —1ÂÀ —= qe +... + Im). Sous ces conditions, dans le 
premier cas 4 >0,qg>1,..., Qm> 1, et dans le second, qg > 0, 
Y3> 1, ..., Im> 1. Comme [yxy"1] = — [zy"], on voit — en 
changeant les notations — que la partie linéaire en x de la série 
J(z, y) (qui sera désignée par J'(x, y)) est exprimée par la formule 


JD (x, y) = D es D + X 
n=m- 1 


’ 1 1 
x (2 gi! el -.- m! — À g1!92! -.. {m-1! 


mn ] [zyl", 


où dans ÿ'’ la sommation est étendue à toutes les collections d'’en- 
tiers + Yes + + ++ Im tels que 


hZ>0, g>1,..., Im>1 € Qm+ge+...+Qm—=n, 
et dans D”, à Qu Gas » + + Om tels que 
nZ>0, g>1,..., Im12> 1 


et 
D ++... + ma = nn — 1. 


La somme ÿ° disparaît pour m = 1. 

Pour calculer les coefficients de la série S'(x, y), on se servira 
de la méthode standard des fonctions génératrices. Soit At) la 
série déduite de S’(x, y) en substituant £" à [ry"]. Comme 


00 _ , 
" ° 1 tn 4 » , R 
à, À rer ant m1 cr à ja 2 lala 


] 
| 
O?.. m—, ve 
er 
LS 
En, 
DA 
Cæ [= 
.— 8 
ee” 
ne, 

1 M8 
S | 

Li 
Le 
3 
l 
[| 


{ 
+ fet(et— 1)" dé 
0 


CONVERGENCE DE LA SÉRIE DE CAMPBELL-HAUSDORFF 107 


et, de façon analogue, 


oc t 
LS t pot m-2 
> 2 Qu! gel ... Im-1! n +1 =T fe (e — 1) dt, 
il vient 
1 co 
Î el (—1)7-1 m 
AU=+ | te -10) à 
0 m—i 


ci (E CN (e— 17") dt = 
0 


{ Î 
1 L { 1 te! 
0 0 


n=0 
où Z, sont les nombres de Bernoulli. 
Comme f{xry"] — (—ad y)"x, ceci prouve que 
’ Ç Ban n ad y 
DJ (7, y)— 2 mn (ad y) Ty 1 


c'est-à-dire (puisque y est le seul terme de la série D(x, y) à ne 
pas contenir x) que 


ad y 
(11) DL D=yt ay TT. 


où les points de suspension figurent les termes dont le degré de x 
est =>2. 
On montre de façon analogue que 


— ad 

(12) DE D=rt rs UT... 

où les points de suspension figurent les termes dont le degré de y 
est =>2. 


Etudions maintenant la convergence des séries (9) et (10). Uti- 
lisons à cet effet le lemme 1 de la leçon 2, qui, comme déjà signalé, 
s'applique à toute algèbre de dimension finie et, en particulier, à toute 
algèbre de Lie g de dimension finie. 

Soient || || une norme multiplicative sur g, X et Ÿ des éléments 
de g tels que [IXI| << 6 et [IYII << 6, où 0 < 8 < 1. 
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L'algèbre ({x, y) étant libre, il existe un seul homomorphis- 
me {{7, y)—9g transformant zx et y en ZX et Ÿ. L'image d'un 
élément u = u (x, y) de l'algèbre 1(x, y) par cet homomorphisme 


sera notée u (X, 
Une récurrence immédiate (qui utilise la multiplicativité de la 
norme) montre maintenant que si u est un monôme de Lie de degré nr, 


alors 
lu (X, Y)I < 6 


De là il s'ensuit que siu = > c,u,, où u, sont des monômes de Lie 


de degré nr, alors 

Lu (X, PJ II C6", 
où C= S ]c, |. On obtient, en particulier (cf. (8)), 
(13) I DZ PIS D,6", 


où 


n 
! 1 1 
=— » + D Pi! Gil... PR! qR! * 


La somme intérieure prend une valeur égale au coefficient de t” 
dans la série de Maclaurin de la fonction (e°* — 1}*. Donc, le nom- 
bre nD,, est égal au coefficient de {" dans la série de Maclaurin de 


n 


la fonction 1. et! — 1)* ou, ce i est équivalent, de la fonc- 
E qu q 


hk=1 
tion 
a ! 
f()= D +(e—1)* 
k=1 
Donc, 
© Ô 
(14) Ÿ D,8"— | 10 ge. 
n= 1 0 
Comme la série de jf ({) converge manifestement pour | e* — 1 |<1 
— , Ceci prouve que la série (14) converge pour 
In? . Puisque, en vertu de la formule (13), la série (14) majore 
la série 
(15) JX, n=S DA, Y) 


il vient que la série (15) converge si || X || 60. || Y [| << 69, où 


In 2 
ô, = 3 
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ee Re + = 2 + —_— -. 


Remarque 1. La convergence de la série (15) pour || À ||  ô, 
et || Y || << Ô, à déjà été prouvée dans la leçon 4. Le fait nouveau, 
c'est que la convergence de la série (15) a été acquise désormais pour 
toute algèbre de Lie g (de dimension finie), tandis que dans la le- 
çon 5 l’algèbre g était l'algèbre de Lie d’un groupe (groupuscule) 
de Lie. 


Soient maintenant G un groupe (ou un groupuscule) de Lie analv- 
tique, g — 1 (G), son algèbre de Lie. L'application exponentielle 
exp étant un difféomorphisme au point 0 € g, elle permet de trans- 
porter (au moyen de la formule X-Y — exp-!'(expX-exp Y)) la 
multiplication de G sur un voisinage de 0 € g. Donc, l’espace vecto- 
riel g se transforme en un groupuscule de Lie, isomorphe (dans la 
catégorie GR-LOC) au groupuscule G (l’isomorphisme est réalisé 
par l'application exp). 

Donc, outre les opérations linéaires et le crochet de Lie À, Ÿ — 
— [X, Y], l'espace vectoriel g est muni d’une opération (la « multi- 
plication ») pour laquelle g est un groupuscule de Lie. Cette opéra- 
tion est liée aux opérations de l'algèbre de Lie g par la formule 


X-Y = D(X, Ÿ). 
L'objet construit mérite d’être spécialement défini. 


Définition 2. On appellera groupalgèbre de Lie un espace vecto- 
riel 4 de dimension finie sur le corps à, muni d’une structure d'alge- 
bre de Lie (avec la multiplication {x, y}) et d’une structure de groupus- 
cule de Lie (avec la multiplication xy), et dans lequel le produit xy 
est défini si et seulement si la série de Campbell-Hausdorff 3(x, y) 
converge, auquel cas 

zy = D(x, y). 


Des formules (11) et (12) il s'ensuit immédiatement que pour tout 
élément X (assez proche de 0) d'un groupalgèbre de Lie g, les diffé- 
rentielles (dL +), et (dR y), des translations Lx: ŸY —+> D(X. Y) et 
Ry;:X + D(À, Ÿ) au point 0 sont définies par les formules 


— ad X end Y 

(Ex = ax 7: GRxl= SE 

Remarque 2. La deuxième formule a déjà été prouvée par une 
autre méthode à la leçon 4 (cf. corollaire 1 de la proposition 3 de la 
leçon 4). | ; | 

Une application g—b de groupalgèbres de Lie est par défi- 
nition un hkomomorphisme si elle est un homomorphisme d'algèbres 
de Lie (donc de groupuscules de Lie). 

Il est évident que les groupalgèbres de Lie.et leurs homomorphis- 
mes forment une catégorie. Nous noterons cette câtégorie GRIE. 
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D'après ce qui précède, à tout groupuscule de Lie G on peut 
associer un groupalgèbre de Lie en transportant la multiplication 
de G sur g au moyen de l’application exponentielle exp. Nous 
désignerons ce groupalgèbre de Lie par 1”(G). Il est évident que la 
correspondance G + 1’(G) est un foncteur 


{’: GR-LOC—+ GRIE. 


Ce foncteur sera aussi appelé foncteur de Lie. 


Considérons maintenant le foncteur d'annihilation 
I: GRIE — GR-LOC, 


dont l'action consiste à annihiler la structure d’algèbre de Lie de 
chaque groupalgèbre de Lie. 

De prime abord, les foncteurs 1” et 7 semblent être réciproques 
l'un de l’autre. Mais ce n'est qu'une impression. En effet, pour tout 
groupuscule de Lie G, le groupuscule (7 © 1”) G n'est pas le groupus- 
cule G, mais le groupuscule construit ci-dessus sur l’espace vecto- 
riel ((G) qui est généralement différent de G. Cependant on voit 
que le groupuscule (7 °1’) Gest canoniquement isomorphe au 
groupuscule G (l’isomorphisme correspondant est l'application 
exponentielle exp). Dans le langage de la théorie des foncteurs, cela 
signifie que le foncteur I © {’ est isomorphe au foncteur identique Id 
de la catégorie GR-LOC: 


Toi Id. 


De façon analogue, Le foncteur 1’ + I est isomorphe au foncteur 
identique Id de la catégorie GRIE: 


lol Id. 


En effet, le foncteur 1” ° 7 associe au groupalgèbre de Lie g un 
groupalgèbre qui est confondu, en tant qu'espace vectoriel, avec 
l'espace tangent T,(g). Or, nous savons qu'entre les espaces vecto- 
riels get T, (8), il existe un isomorphisme canonique 


LE g—+ To (g). 


Montrons que ! est un isomorphisme de groupalgèbres de Lie. 

Par définition, l’'isomorphisme Î associe à tout élément x € g le 
vecteur tangent à la courbe t ++ tx au point 0. Comme (tx)-(sx) — 
— JQ(tz, sx) = D,(tz, sx) = (t + s)zr, cette courbe est un sous- 
groupe à un paramètre du groupuscule de Lie Zg, donc (cf. proposi- 
tion 1 de la leçon 4) pour tous éléments x, y € g, le vecteur [!x, ly] 
est un vecteur tangent en O0 à la courbe 


Lee (VEz) (Vtu) Wir) t (VE y). 


ISOMORPHISME DES CATÉGORIES a1f 


Comme (cf. démonstration de la proposition 1 de la leçon 4) 


V2) V'ty)(Vtr) "(V'ty) = tx, y] + O0 (F/°), 


cette courbe admet en O le même vecteur tangent que la courbe 
t>tlx, yl. Donc, 
[lx, ly] = Lx, yl, 


de sorte que l'est bien un isomorphisme d’algèbres et, par suite, 
de groupalgèbres de Lie. [ 


Si des foncteurs F:C— D et G:D—C, où C et D sont des 
catégories, sont tels que les composés F ° G et Go F sont isomor- 
phes aux foncteurs identiques (des catégories D et C respectivement} 
on dit qu'ils sont quasiréciproques. Les catégories C et D pour les- 
quelles existent des foncteurs quasiréciproques C — D et D+ C 
sont dites équivalentes. 

On a donc prouvé la proposition suivante : 


Proposition 3. Les catégories GR-LOC ef GRIE sont équivalentes, 
l’équivalence étant réalisée par les foncteurs quasiréciproques 1'et I. CO 


En ignorant la structure de groupuscule du groupalgèbre de Lie. 
on obtient le foncteur d'annihilation 


J:GRIE—+ ALG/LIE; 


le composé J 1° de ce foncteur et du foncteur de Lie 1’: GR- 
LOC—+ GRIE n'est autre que le foncteur de Lie de groupuscules 


{: GR-LOC—+ ALG;-LIE 
qui nous intéresse en premier lieu. 
Proposition 4. Le foncteur J admet le foncteur réciproque 
J-': ALG;-LIE + GRIE. 


Démonstration. Soit g une algèbre de Lie (dont la 
multiplication est notée {x, y]). Si le groupalgèbre J-'4 existe, il 
est confondu en tant qu'algèbre de Lie avec l'algèbre g ; quant 
à sa multiplication, elle est liée avec les opérations dans g par la 
formule 


zy = D(T; y). 


Donc. pour prouver la proposition 3, il suffit de montrer que pour 
toute algèbre de Lie g, cette formule définit dans g une multi- 
plication satisfaisant aux axiomes d’un groupuscule de Lie. Pour 
cela il suffit de démontrer que: 

a) dans l’algèbre .g il existe un voisinage U de 0 dans lequel 
converge la série J(x. y), zx, yEU; 
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b) l’application U X U—+g, induite par la correspondance 
z. y D (x, y). et l'application +7"! = — r, possèdent les 
propriétés énumérées dans la définition 1 de la leçon 4. 

Nous avons établi plus haut l'affirmation a); pour prouver l’affir- 
mation b). on remarquera tout d’abord que dans l'algèbre des séries 
formelles de trois variables x. y et z non permutables, on a la formule 


(e*e*) e° = e*' (e*e) 


(dont la vérification est immédiate). Comme la série de Campbell- 
Hausdorff S(x. y) se transforme par la substitution [x, y] —> xy — 
— yx en la série In(e*e”), il s'ensuit immédiatement de là que la mul- 
tiplication zx, y J(xz, y) est associative (si seulement les séries 
concernées convergent). De façon analogue, puisque 3(0. x) — 
= DJ(zx. 0) = 0. la multiplication x, y — DJ(x, y) admet 0 pour 
élément neutre. et comme e*e-* = 1, l'élément réciproque x-! rela- 
tivement à cette multiplication est l'élément —z. 
Ceci achève la démonstration de la proposition 4. [] 


Le foncteur Z étant quasiréciproque du foncteur {”, le foncteur 
E = Jo J”"1 est quasiréciproque du foncteur de Lie { = J ° t”. 
Nous avons donc atteint notre objectif principal : nous avons trouvé 
un foncteur qui, à défaut d’être réciproque, est quasiréciproque du 
foncteur de Lie GR-LOC—+ ALG,-LIE. 

Les résultats acquis peuvent être résumés par le théorème suivant. 

Théorème 1. On a le diagramme commutatif suivant dans lequel 


GR-LOC 


NC # 


dd 


des foncteurs J et J-\ sont réciproques l'un de l’autre. et les foncteurs 1 
et E, d'une part, et les foncteurs 1” et I, de l'autre, sont quasirécipro- 
ques. -C[) 

Corollaire. Les catégories GR-LOC, ALG/,-LIE et GRIE sont 
équivalentes. C 


Dans le fond le théorème 1 était déjà connu de Sophus Lie. 

Lie a exposé ses résultats sous forme de six théorèmes: trois di- 
rects et trois réciproques. Le plus proche du théorème 1 était son 
troisième théorème réciproque. Pour cette raison boiteuse, le théore- 
me 1 est parfois appelé troisième théorème de Lie. 

A noter que dans le théorème 1, les groupuscules de Lie sont 
supposés être analytiques. Le cas de groupuscules apparte- 
nant à la classe C”, 2< r << ©, sera traité dans la leçon prochaine. 


L -LIE 
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Sous-groupuscules et sous-algèbres.— Sous-groupuscules in- 
variants et idéaux.— Groupuscules quotients et algèbres 
quotients.— Réduction de groupuscules différentiables à des 
groupuscules analytiques.— Systèmes de  Pfaff.— Sous- 
fibrés de fibrés tangents.— Sous-fibrés intégrables. — Graphes 
de systèmes de Pfaff.— Sous-fibrés involutifs. — Univalence 
complète d’un foncteur de Lie.— Involutivité des sous- 
fibrés intégrables._— Sous-fibrés complètement intégrables. 


Le théorème 1 de la leçon précédente ramène intégralement la théorie 
des groupuscules de Lie (analytiques) à la théorie des algèbres de 
Lie. Nous allons illustrer ceci sur l'exemple des sous-groupuscules 
et des groupuscules quotients. 


Définition 1. On appelle sous-groupuscule d'un groupuscule de Lie 
G un sous-ensemble Æ de G tel que: 

1) si pour des éléments a, b € H est défini l'élément ab-!, alors 
ab"\ € H:;: | 

2) il existe un voisinage Ù de l'unité e du groupuscule G tel que 
l'intersection L f\ H est fermée dans U (condition de fermeture locale). 

A noter que de cette définition il ne s'ensuit pas encore avec 
évidence que le sous-groupuscule Æ7 est lui-même un groupuscule de 
Lie (bien que comme nous le verrons plus bas ce soit le cas). 

Soient g une algèbre de Lie. h une sous-algèbre de g. En appli- 
quant le foncteur E — T1 ° J-!à g et à ÿ, on peut construire les 
groupuscules de Lie ÆEg et ÆEb. Par définition, £b sera contenu 
dans £g et, de plus. sera son sous-groupuscule (puisque si x. y Eh, 
alors S,(x, y) Eb pour tout n> 1). 
= Soient maintenant G un groupuscule de Lie. g = 1 (G) son 
algèbre de Lie. L'isomorphisme canonique Eg Æ G associe à tout 
sous-groupuscule du groupuscule Æg, de la forme Æfÿ, où h est 
une sous-algèbre de g, un sous-groupuscule de G. Ce sous-groupuscule 
sera confondu dans un voisinage de l’unité e € G avec l’image exp b 
de la sous-algèbre h par l'application exponentielle exp, de sorte 


8—016:2 
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que nous pouvons le noter exp H, conformément à notre convention 
de ne pas distinguer des groupuscules équivalents. 

Le sous-groupuscule exp b de G associé à la sous-algèbre b de 
g = {(G) est tel que dans un système de coordonnées normales 
z',...,x" (plus exactement, dans un système défini par une base 
de g dont les m premiers vecteurs forment une base de h) il est défi- 
ni par les équations linéaires 


(1) am = 0, ..., 2" = 0. 


Les sous-groupuscules jouissant de cette propriété seront appelés 
localement plans. Donc, pour qu’un sous-groupuscule HE G soit 
de la forme exp 6, il est nécessaire qu'il soit localement plan. Il 
est aisé de voir que cette condition nécessaire est aussi suffisante, de 
sorte qu'un sous-groupuscule H d'un groupuscule de Lie G est associé 
à une sous-algèbre de l'algèbre de Lie g = 1 (G) (donc, en particu- 
lier, est un groupuscule de Lie) si et seulement s’il est localement 
plan. En effet, soit ÿ le sous-espace de g engendré par les m pre- 
miers vecteurs de la base définissant les coordonnées normales dans 
lesquelles Æ est défini par les équations linéaires (1). Alors pour 
tout X € b et tout f (tel que | { | soit assez petit), le point B.(t) = 
— exp {X appartient à H. Donc, si X. Y Eh, alors 


Bt) = 8x(V/ 1) Br(Vt) Bx(V)-B;(V1 71€ ZA, 


t, par suite, le vecteur 


df (+) 
[X, Y]= dt Î|t=0 
(cf. proposition 2 de la leçon 4) appartient à h. Donc, h est une 
sous-algèbre de l'algèbre de Lie g. Pour achever la démonstration, 
il reste à remarquer que les groupuscules À et Efÿ$ sont manifeste- 
ment équivalents. [] 

On voit, en particulier, que pour un sous-groupuscule H locale- 
ment plan, la sous-algèbre HC 1 (G) est composée de tous les 
éléments X Et (G) tels que exp iX € H pour tout ft (avec |t] 
assez petit). Cette sous-algèbre s’identifie de façon naturelle à l’al- 
gèbre de Lie 1 (4) du sous-groupuscule Æ (traité comme un sous- 
groupuscule de Lie): on la désignera donc par ! (AH). 

Ainsi, pour tout groupuscule de Lie G, il existe entre l'ensemble de 
toutes les sous-algèbres de l'algèbre de Lie g = 1(G) et l'ensemble 
de tous les sous-groupuscules localement plans du groupuscule G une 
correspondance biunivoque qui à la sous-algebre ÿC g associe le sous- 
groupuscule exp ÿ et au sous-groupuscule H & G, la sous-algèbre 1 (H). 

Cette correspondance sera appelée correspondance de Lie. 

Fait remarquable, E. Cartan a démontré que la condition de plana- 
tion locale des sous-groupuscules est superflue dans cette proposition 
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Proposition { (théorème de Gartan). Tout sous-groupuscule H 
d'un groupuscule de Lie G est localement plan, donc dans l'algèbre de 
Lie g = 1 (G) il existe une sous-algèbre L telle que 

H = exp. 
En particulier, H est un groupuscule de Lie. 

Démonstration. Soit h l’ensemble des éléments X €9g 
tels que exptX € H pour tout t (| £ | assez petit). Nous allons montrer 


que b est une sous-algèbre de l'algèbre g et que exp b = H. 
Divisons la démonstration en plusieurs lemmes. 


Lemme 1. Si pour un élément X Eg, il existe une suite {X;} 
convergeant vers X de telle sorte que 
exp tiX; CH 
pour des t; E R tendant vers O lorsque i—> œ, alors À €. 
Démonstration. Etant donné que [| exp(—t;X;,) = 


={[lexp (:X;)-1 € H, on peut sans perdre en généralité admettre que 
tj > 0. Soit { > 0 un nombre tel que l’élément exp tX € G soit 
défini, et supposons que 


ki (1) = [+] ( partie entiére de —) . 
Comme — 1<À; (UE, il vient lim tiki(t)=t, et, par suite, 


lim exp(t;k;(t) X;) = exp tX. 
Or TT 
exp (kit) X1) = (exp 4X5) 9 € H, 
et le sous-groupuscule À est par hypothèse localement fermé, donc 
exp {X € H, et, par suite, X EH. [ 
Lemme 2. Le sous-ensemble WC g est une sous-algèbre. 


Démonstration. Comme exp (t (sX)) = exp ((ts) X}), pour 
tout À € et tout sER, on a l’appartenance sX ED (car t 
peut toujours être choisi suffisamment petit). 

Soient X, Ÿ € b. Alors exp D({X, tY) — exptX-exptY € H, 
c'est-à-dire que exp t(X +Y +Z,)E€H, où Z, = 0 (t). Choisis- 
sons une suite arbitraire {t;} convergeant vers zéro et posons X, = 
= À + Y +2:,. La suite{X;} vérifie (par rapport à l'élément X + Y) 
toutes les conditions du lemme 1. Donc, d’après ce lemme, X-Y €t. 

De façon analogue, comme 


exp {X-exp tY-(exp 1X)"!(exp tY)"! — 


= expét([X, Yl+O()EH, 
il vient [X, Y|ED. DO pe + 2e) € 


£se 
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Soit maintenant f un sous-espace supplémentaire de b dans 9, 
c'est-à-dire tel que 


(2) = pot. 
Lemme 3. Il existe dans t un voisinage V de O tel que 
exp Y é H 
pour aucun élément Y non nul de f. 
Démonstration. Munissons f d'une norme {| || (par 


exemple, euclidienne) et considérons l’ensemble B des éléments 
Y Ef tels que 1< || Y IL 2. Si le lemme 3 est faux, il existe 
dans l’algèbre g une suite ŸY,;—0 telle que Y, € f et exp Y'; € H. 
Choisissons des nombres entiers », tels que X; = ni: € B (il est 
clair que c'est toujours possible). L'ensemble B étant compact, on 
peut sans nuire à la généralité admettre que la suite {X;} converge. 
Soit X sa limite. La suite {X,} remplissant toutes les conditions du 
lemme 1 (avec {, = 1/r;), l'élément X (qui est visiblement non nul) 
appartient à la sous-algèbre 1. Or ceci est impossible, puisque 
X Effet h AE = 0. Donc, le lemme 3 est vraie. O 


Lemme 4. Dans le groupuscule de LieGon a 
H = exp. 


Démonstration. Comme exp bc H par construction, 
il suffit simplement de prouver que exp h= A. Sans perdre en 
généralité on peut admettre que le groupuscule de Lie G est un voisi- 
nage canonique de l'unité correspondant à la décomposition (2) de 
l'algèbre g (cf. définition 4 de la leçon 5). Bien plus, on peut ad- 
mettre que G est l’image par l'application 


X+Y exp X-expY, XEH, Yo, 


d'un voisinage du zéro de g de la forme U @ V, où L est un voisi- 
nage du zéro de h et V un voisinage du zéro de f, tel qu'il figure 
dans le lemme 3. Or, dans ces conditions, l'inclusion exp b = H 
est évidente, puisque si exp X-exp Ÿ € AH, alors exp Y € H (car 
exp X E H), et, par suite, Ÿ = 0 en vertu du lemme 3. (] 

Ceci achève la démonstration de la proposition 1. Q 


Corollaire. La correspondance de Lie est une correspondance biuni- 
voque canonique entre l'ensemble des sous-groupuscules du groupuscule 
de Lie G'et l'ensemble des sous-algèbres de l'algèbre de Lie g = ((G). D 


En remarquant que ces deux ensembles sont des treillis pour 
l'inclusion, on obtient immédiatement que la correspondance de Lie 
est un isomorphisme de ces espaces. 
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Définition 2. On dit qu’un sous-groupuscule H d’un groupuscule 
de Lie G est invariant (ou distingué, ou normal) si aba”! EH pour 
tous éléments a € G, b E H tels que l'élément aba”! soit défini. 


Définition 3. On dit qu’une sous-algèbre 5 d’une algèbre de 
Lie g est un idéal si [X, Y] € b pour tous éléments À € g, Y €. 


Proposition 2. La correspondance de Lie associe aux sous-groupus- 
cules invariants d'un groupuscule de Lie G des idéaux de l'algèbre de 
Lie g—=1(G), et aux idéaux, des sous-groupuscules invariants. 

Démonstration. Soient bÿ un idéal d’une algèbre de 
Lie 3 =1(G), X Eg, Y €. De [X, Y] Eh, il s'ensuit immédiate- 
ment que J,(X, Y) E b pour tout n > 1, et, par suite, 


JA, PM =xX+Tr"*, 
où Y*=Y + D S.(X, Y)Eb (si bien sûr la série D(X, Ÿ) 


n>1 
converge). Comme [X + Y*, —X] =[X, Y*]Eb et donc que 
OnX +Y*, —X)Eb pour r > 1, il s'ensuit de là que 
DJDIX, Y), —X)=X+Y*—-ZX + D DJn(Â +}*, —X)ER, 
n> 
et, par suite, 
exp X-exp Y-(exp X)7! = exp JS(IJX, Ÿ), —ZX) Eexp b. 


Par conséquent, le sous-groupuscule exp b est invariant. 

Réciproquement, soit À = exp ÿ un sous-groupuscule invariant 
du groupuscule de Lie G. Alors, pour tous éléments À €g, Y €b 
et t (|]t | est assez petit), on aura 


expiX-exptY-(exptX) !€ H, 
et, par suite, 
exp 4X-exp tY (exp {X)"!-(exp tY)"1! = 
= exp ([X, Y]J+<O({t)EXH, 


d'où au moyen de raisonnements déjà connus (cf. démonstration du 
lemme 2), on déduit que [X, YIE9Hÿ. Donc, la sous-algèbre th = 
— { (4H) est un idéal. © 


Soit À un sous-grou puscule d’un groupuscule de Lie G. On dira 
que des éléments a, b € G sont congrus modulo H si a”b € H. Il est 
clair que sur un voisinage assez petit de l'unité du groupuscule G, 
cette relation est une relation d'équivalence dont les classes d'équi- 
valence sont les classes aH (plus exactement, leurs intersections 
avec un voisinage de l'unité). Soit G/H l'ensemble de ces classes. 

En décomposant l'algèbre de Lie g —1(G) en une somme 
directe g = ÿ ® f de l'algèbre de Lie ÿ de Æ et d’un sous-espace f 
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et en considérant les coordonnées canoniques z!. ..., x" définies 
par cette décomposition, on trouve immédiatement que les classes 
aH € G'H sont définies dans les coordonnées x!, .... rx" par des 
équations de la forme 


(3) za, ...,2x" = at" (n = dimG, m = dim H), 


où al, ..., a"-" sont des nombres réels quelconques (assez petits 
en module). Ceci montre qu'en associant à la classe aH le point 
(al, ...,a"-")E3"-", on obtient une application bijective de 


l'ensemble G/H sur un ouvert de l’espace R"-", c’est-à-dire qu’on 
obtient une carte. Etant donné que pour tout autre choix de f 
on obtient, comme il est aisé de le voir, une carte compatible, ceci 
munit l'ensemble G/H d'une structure topologique et d’une structure 
différentiable qui en font une variété différentiable (qui est difféo- 
morphe à un ouvert de l’espace R”°-”" et donc est de dimension 
n — m). 

Si le sous-groupuscule H est invariant, la formule aH-bH = abH 
définit de façon unique au voisinage du point H = eH de la variété 
G/H une multiplication pour laquelle elle est visiblement un grou- 
puscule de Lie d'unité 4. 


Définition 4. Le groupuscule de Lie G/H s'appelle groupuscule 
quotient du groupuscule de Lie G par le sous-groupuscule invariant A. 

Soit maintenant b un idéal d’une algèbre de Lie g. Considérons 
l'espace quotient g/b dont les éléments sont les classes x —b, 
z Eg. Il est évident que la formule 


+5, y+#={z, yl-$ 


définit de façon unique l'opération [ ,] sur l’espace quotient 9/6 
et en fait une algèbre de Lie. 

Définition 5. L'algèbre de Lie g/b s'appelle algèbre quotient 
de l’algèbre de Lie g par l'idéal b. 

En particulier, pour tout sous-groupuscule invariant Æ du 
groupuscule de Lie G est définie l'algèbre quotient 1((G)/1(H) 
de l’algèbre de Lie ((G) par son idéal {((4). Comparons cette algèbre 
quotient à l'algèbre de Lie ((G/H) du groupuscule quotient G/H. 


Proposition 3. Les algèbres de Lie 1(G/H) et 1(G)/{(H) sont 
canoniquement isomorphes : 


1(G/H) = ((G)/(H). 

Démonstration. En appliquant le foncteur E: ALG-- 
-LIE — GR-LOC aux algèbres de Lie 1(G/H) et 1(G)/1(H), on 
obtient, d’une part, un groupuscule de Lie Æ (1(G/H)) qui est 
canoniquement isomorphe au groupuscule G/H et, d'autre part, 
le groupuscule de Lie E (1(G)/1(Æ)). Donc, la proposition 3 revient 
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à affirmer l'existence de l’isomorphisme 
GH2SE (.(G)/:(A)). 


C'est sous cette forme que nous allons la démontrer. 

Soient g —1(G) et b = 1(H). Les éléments de l'algèbre quo- 
tient g/h, c'est-à-dire les classes X + Dh de l'algèbre g suivant 
l'idéal b sont les éléments du groupuscule E(t(G)/1(H)) = E(9'd). 
Montrons que l'application exponentielle exp: g — G associe à toute 
classe X + b une classe aH suivant H — exp b. En effet, on sait 
déjà que pour tous éléments X € g et }’ E b assez proches de (, 


on a 
JA, Y)= ZX + Y*. 
où Y*Eh. Ceci étant. 
Yt=Y + NN S,(X. Y), 
1>1 


? 
d’où il s'ensuit immédiatement que pour tout X fixe, l'application 
Y — Ÿ* est bijective (dans un voisinage de 0). Donc, l'application 


X +Y* exp (X + Y*) = exp J(X, Y) = exp À -exp Y 


associe à toute classe X — b une classe exp X-H. 

Cette application de la variété ÆE(g/b) sur la variété G/H est 
visiblement un difféomorphisme en l'unité. Donc, pour achever la 
démonstration de la proposition 3, il nous reste simplement à mon- 
trer qu'elle transforme un produit en un produit. Or. ceci est évident, 
puisque pour tous éléments XÀ,, X. €g et },, Y.€b, on a 


Qi + FI) (Xe + V5) = JA + Yi, Xe + Yi) = 


. = JXr Xe) + Y*, 
où Y*Ebh, et, par suite, 


(A1 + YT)-(Xe + Ys) exp D(X 1, À2)-exp Y* € a, H-a,, 
où a, = exp À,. & = exp À: 
Récapitulons les résultats acquis dans le théorème suivant: 


Théorème 1. Pour tout groupuscule de Lie G, la correspondance 
de Lie est une application bijective canonique du treillis des sous-grou- 
puscules du groupuscule de Lie G sur le treillis des sous-algebres de 
l'algèbre de Lie g = 1(G). 

Cette application transforme les sous-groupuscules invariants en 
les idéaur de l'algèbre g et, réciproquement, les idéaux en les sous- 
groupuscules invariants. 

L'aigèbre de Lie de tout groupuscule quotient du groupuscule G 
par un sous-groupuscule invariant H est l'algèbre quotient de l'algebre 
de Lie 1(G) par l'idéal correspondant. [ 
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Nous avons signalé à maintes occasions que tous les résultats 
des dernières leçons concernaient des groupuscules analytiques 
(c'est-à-dire de classe C®). Il se trouve que nous n'avons pratique- 
ment rien perdu en généralité. Pour formuler exactement cetté 
affirmation, nous fixerons une classe de différentiabilité C” (r > 2) 
et nous appellerons groupuscules différentiables les groupuscules qui 
sont des variétés de classe C”, et groupuscules analytiques, les grou- 
puscules de classe C®. On aura alors le théorème suivant qui montre 
qu'en théorie des groupuscules de Lie on ne perd rien en généralité 
en se restreignant aux groupuscules analytiques: 


Théorème 2. Tout groupuscule différentiable est isomorphe (dans 
la catégorie des groupuscules différentiables) à un groupuscule ana- 
lytique. 


La démonstration de ce théorème est basée sur une 
propriété intéressante en soi du foncteur de Lie que nous allons 
discuter préalablement. 

Soient C et D deux catégories, F: C — D un foncteur quel- 
conque. Pour tout couple À, B d'objets de la catégorie C, le foncteur 
F définit une application 


More (4, B) —+ Moro (FA, FB) 


de l’ensemble des morphismes À — B de Ja catégorie C dans l'en- 
semble des morphismes FA —+ FB de la catégorie D. On dit que 
le foncteur F est fidèle si cette application est bijective quels que 
soient À et B, c'est-à-dire si pour tout morphisme f: FA— FB 
il existe un morphisme a: À — B et un seul tel que Fa — 

Il est évident que si le foncteur F est fidèle, les objets À et B 
de la catégorieC sont isomorphes si et seulement si le sont les objets 
FA et FB de la catégorie D. 

Dans la proposition suivante on comprendra par GR-LOC la 
catégorie des groupuscules de Lie différentiables. 


Proposition 4. Le foncteur de Lie GR-LOC —+ ALG;-LIE est 
{idele. 

En particulier, des groupuscules de Lie sont isomorphes si et seule- 
ment si leurs algebres de Lie le sont. 


Le théorème 2 résulte immédiatement de cette proposition. 
En effet, soient G un groupuscule différentiable, g — 1(G) son 
algèbre de Lie. Le foncteur Æ construit dans la leçon précédente 
associe à l'algèbre de Lie g un groupuscule analytique Æg dont 
l’algèbre de Lie 1(Æ£g) est isomorphe à l'algèbre g. Donc, ce grou- 
puscule est isomorphe au groupuscule G. DO 

A noter que la proposition 4 est trivialement évidente pour les 
groupuscules analytiques, puisque tout foncteur quasiréciproque F : 
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C — D est fidèle. En effet, si G: D —+- C est un foncteur quasirécipro- 
que, tout morphisme &: À — B est justiciable du diagramme com- 
mutatif 
£A 
AT *GFA 
jcra 


Ï 
B—<5  GFB 


dont les flèches horizontales figurent des isomorphismes. Donc, 
si Fa = FB, alors 


a = Ep oGFaoczes = ep os GFBoea = f. 


Par conséquent, si pour un morphisme y: FA — FB, il existe un 
morphisme &: À —> B tel que Fa = y, alors ce morphisme est 
unique. On démontre de façon analogue que pour un morphisme 
a: GS —+ GT, où S et 7 sont des objets de la catégorie D, il ne peut. 
exister qu’un seul morphisme y: S —> T tel que Gy = x. Par ail- 
leurs. pour tout morphisme Y: FA — FB, le morphisme «&« = 
= € > GYoe, possède la propriété suivante: GFa = ëegoao ex = 
= Gy. Donc, Fa =. {© 


La démonstration de la proposition 4 est basée sur la théorie 
des équations aux différentielles totales (équations de Pfaff). Com- 
mençons par exposer cette théorie sous la forme intrinsèque (sans 
utiliser les coordonnées). 


Soient P et Q des variétés différentiables. 


Définition 6. On appelle système de Pfaff de P dans Q une fonc- 
tion 


1: (P: q) + { (p, q); 


associant à tout point (p, ga) € P X Q une application lineaire 


Î C; q) : Th (P)—T; (Q), 


dépendant différentiablement de P et de g. 

Si z',...,zx" et y',...,y" sont des coordonnées locales. 
respectiv ement dans les variétés P et Q, alors dans les coordonnées. 
associées sur les espaces vectoriels T,(2) et T,(Q) l'application 
1 (P, g) sera définie par une n X m-matrice dont les éléments sont 
des fonctions des coordonnées zx!, ..., x" et y!', ..., y". La con- 
dition de dépendance différentiable de l'application f Ep, g) par 
rapport à p et q signifie que ces fonctions sont différentiables. 


Remarque 1. En termes plus intrinsèques, la notion de système 
de Pfaff se définit à l’aide de la notion de fibré induit. Nous ne rap- 
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pellerons pas cette notion (car nous n’en aurons besoin nulle part 
ailleurs) et remarquerons seulement qu'aux termes de la définition 6, 
le système de Pfaff n’est autre chose que l'application sur P X Q du 
fibré induit du fibré tangent T(P) par la projection P X Q —+ P, 
dans le fibré induit du fibré tangent T{Q) par la projection P X Q —Q. 
Cette approche nous dispense d’expliquer la condition de 
dépendance différentiable des applications f (p. qg) par rapport à p 
et q. 


Définition 7. On appelle intégrale d’un système de Pfaff f sur 
un ouvert l’ € P une application @: L —+ Q telle que 


f (u, px) — (dy), 


pour tout point u € L’. Un systeme de Pfaff f est intégrable si pour 
tout point (Po. Go) € P > Q. il existe une intégrale œ: L’ —Q 
du système f, définie sur un voisinage U de p, dans P, telle que 
(Po) — Qo- 


Lemme 1. Deux intégrales quelconques @: U—Q et q': l—+—Q 
définies sur des voisinages L’ et U” d’un point p, et telles que 4 (po) = 
— ®’(po) sont confondues sur un voisinage du point ps. 


Nous prouverons ce lemme plus bas. 

Pour obtenir des conditions commodes d’intégrabilité d'un 
système de Pfaff (et prouver par la même occasion le lemme 1). il 
faut généraliser un peu le problème. 


Soient M une variété différentiable, nr: T(1/) — A7 son fibre 
tangent. 


Définition 8. Un fibré vectoriel x,: £ — M est un sous-fibré 
d'un fibré tangent a: T(4/) + M si E € T(M), l'injection £ — 
— T(M) est différentiable et x, — x|£. Tout sous-fibré est défini 
de façon unique par la donnée de la variété E et en principe nous 
l'identifierons à £. On notera E, la fibre x;'(a) du fibré E au- 
dessus du point a € M. Cette fibre est le sous-espace T,(4/) N E 
de l’espace tangent T (47) dont la dimension est la même pour 
tous les a. Cette dimension sera désignée par m. 

Pour tout ensemble ouvert ÜU € Âf est défini un fibré vectoriel 
a, '(U) — U des mêmes fibres que le fibré Æ. C'est un sous-fibré 
du fibré tangent T(U) — L’. Nous le désignerons par £|.- et l’appel- 
lerons restriction du sous-fibré E à U. 

D'après cette définition T(M)ly = T(U). 

Soient W une variété de dimension m, w, un point de W. En 
général, la variété W sera un voisinage du point w, dans une certaine 
variété (par exemple, R"), mais en principe H° peut être arbitraire. 
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Définition 9. On dit qu'une application différentiable D: W —+ 
— M est intégrale relativement à un sous-fibré E € T{(AI) sien 
tout point w € W° sa différentielle 


(dD), : To) — To (M), a — Ow, 


est un monomorphisme sur la fibre £, du sous-fibré E. 
Conformément aux notations en usage dans la théorie des en- 

sembles, on écrira D: (H°, &,) — (M, à) si a = uw. 
Définition 10. Ün sous-fibré £ d'un fibré tangent T(.W) est 

mis grable si pour tout point a, € M, il existe une application 
_(W. Lo) — (M, ao) intégrale relativement à Æ. 


Lemme 2. Si un sous-fibré E est intégrable, alors pour tout point 
ay € M et tout couple D: (W, w,) — (M, a) et D’: (W', uw) — 
— (M, a,) d'applications intégrales relativement à E, il existe dans 
des variétés W’ et W” des voisinages V et V” des points Do et u et un 
difféomorphisme B: V'— V tels que D = Dof sur 


Nous prouverons ce lemme ultérieurement. 


Soient f un système de Pfaff sur P dans Q et M = P X Q. Pour 
tout point a = (p. g) € M, considérons le graphe de l'application 
f(p, 9): Tr(P)— T(Q), c'est-à-dire le sous-ensemble £E, de la 


somme directe 
T(M) = T,(2) © T;(Q), 
formé des vecteurs (4, B), A ET,(P), BET,(Q) tels que 


B = f (p, 9) À. 
L'application / (p, g) étant linéaire, ce sous-ensemble est un sous- 
espace. 
Posons 
E= | E:. 
at M 


L'ensemble Æ est un sous-ensemble de T(#) et la restriction 
mt: E£— M de la projection rx: T(M) M à E est telle que 
ai" (a) = E, pour tout point a € A1. 

Si (U[ _X F, k X k) est une carte de W qui soit le produit des 
cartes (U, k) et (1, k) de P et Q respectivement, et si 


W=amU(UXxX V)= U E:, 
aEUx:V 
alors l'application 
Wr(UXV)XR", m= dim P, 
définie par la formule 
(4, B)-+ (x (4, B), hkA), 
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où z : T.(P) — 2", p = x4,est la carte correspondant : à la carte . 
est visiblement bijective. L’ application réciproque À associe au 


point (a. z)},oùa—={(p, EUX V.et ER", le vecteur (ki, 


f(P, 9) h-1x), et, par suite, est telle que pour tout point a EU X V 
l application Tr H(a, z) est un isomorphisme de R” sur l'espace 
vectoriel Æ,. 
Sous ces conditions, si (U”, h’) est une autre carte de P, et 
H':(UXV)XR"—>W'= | Es 
aeEU°XV 

l'application correspondante, alors (sous réserve que U MN VU” ©) 
pour tout point a E (U X V) A(U’X V) la composée de l'appli- 
cation x —+ H (a, x) et de l'application réciproque de x ++ H'(a, x) 


sera visiblement confondue avec l'application h'oh"1i: Rm— 27, 
et par suite, dépendra différentiablement du point a. 

Tout cela signifie que (E, x,, M) est un fibré vectoriel. Par 
ailleurs, il est clair que l'injection E —+ T(M) est différentiable. 
et. par suite (puisque x, = x|£ par construction), ce fibre est un 
sous-fibré du fibré tangent T(M). 


Définition 11. Le sous-fibré construit s'appelle graphe du système 
de Pfaff f. 

Il est évident qu'une application @: ÜU — Q est une intégrale 
du système de Pfaff f si et seulement si l’application D: U —+ 
— P X Q définie par la formule 


(4) Qu — (u, qu), u EU, 


est intégrale relativement au graphe Æ du système f. D'autre part, 
si V: W— P X Q est une application intégrale relativement au 
graphe Æ, et Wuw = (aw, dw), où a: W— P, p: W—Q, alors 
pour tout point w, € W, la différentielle (dx). de l'application « 
sera, ce.qui est aisé à voir, un isomorphisme et par suite — en 
passant éventuellement de W à un voisinage plus petit du point 
W, — l'application a est elle-même un difféomorphisme de la variété 
W sur un voisinage ÜU du point u, — AW. Sous ces conditions, 
l'application D =WYWoal: U— P X Q qui est toujours intégrale 
relativement au sous-fibré Æ, sera définie par la formule (4) (avec 
p@ = co a-l)et, par conséquent, déterminera l'intégrale @ du système 
de Pfaff jf. Ceci prouve que Le système de Pjaff sur P dans Q est inté- 
grable si et seulement si son graphe est un sous-fibré intégrable du fibré 
langent de la variété P X Q. 

Nous sommes en mesure de prouver maintenant le lemine 1 
(en admettant la validité du lemme 2). 


Démonstration du lemme 1. Soient œ: (U, Uo) + 
—+ (Q, go) et p': (U”, uo) —+ (Q, go) deux intégrales d'un système 
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de Pfaff f, confondues en un point u, E U AU”, D: u ++ (u, qu) 
et D’: ur—+(u, q'u) les applications correspondantes (4), intégrales 
relativement au graphe Æ de ce système. D'après le lemme 2, il 
existe des voisinages ŸV et V” du point u, et un difféomorphisme B: 
V' — V tels que D’ = O0 sur V’. Par projection sur U, on trouve, 
en particulier, que fu = u pour tout point u € V”, c’est-à-dire que 
V” = V et B = id. Mais alors p = po B — q' sur V” = F, ce 
qui prouve le lemme 1. [; 


Soit Æ un sous-fibré du fibré T(#). On dira qu’un champ de 
vecteurs À Ec(Af) est situé dans E si X,€ E, pour tout point 
a E AM. Il est clair que de tels champs forment un sous-module du 
+ (M)-module c(f). On notera ce sous-module a(E). 

Si le fibré Æ est trivial (est isomorphe au fibré A1 X 2" — M), 
il existe sur A7 des champs de vecteurs X,, ..., À, tels que pour 
tout point a E .W, les vecteurs (X,),, ..., (Xm)a forment une base 
de l'espace E,. et, par suite, les champs X,, ..., À" forment une 
base dans le .7 (M)}-module a(£), c’est-à-dire que ce module est 
libre. De là il s'ensuit, en vertu de la trivialité locale du fibré E, 
que pour tout sous-fibré E du fibré tangent T (M), il existe un recouvre- 
ment ouvert {U} de la variété M, tel que pour tout élément U de ce 
recouvrement le .F(U)-module a(E|,) est libre. 

Définition 12. Un sous-fibré E est dit involutif si le sous-module 
a(E) est une sous-algèbre de l'algèbre de Lie a(4), c'est-à-dire si 
[X, Y]E a(E) pour tous champs X, Y E a(E). 

Plus bas, nous aurons affaire au cas où le sous-module a(E£) 
est engendré par une sous-algèbre g (de dimension finie) de l'algèbre 
de Lie a(A1), c'est-à-dire que tout élément de a(£) est une combi- 
naison linéaire de champs de g dont les coefficients appartiennent 
à # (M) (conformément aux notations classiques de la théorie des 
modules, on désignera un tel sous-module par .#(M)g). Il est 
immédiat de voir que dans ce cas la condition d’involutivité est 
remplie, c'est-à-dire que fout sous-module engendré par une sous- 
algebre est lui-même une sous-algèebre. En effet, il suffit de toute 
évidence de montrer que pour tous champs X, Y € g et toute fonc- 
tion fE.7 (A1), le champ [fX, Y] est situé dans .7 (WM)g. Mais 
comme Ÿ est une dérivation, Ÿ o fX = Ÿf-X + f-Y o À et, par 
suite, 


{X, YI=fXoY —YofX =f(XoY —YoX)—Yf.X = 
= f-[X, Y]— Yf-X-E.F(M) a, 
car [X, YlEget YfE.F (M). DO 


Proposition 5 (théorème de Frobenius). Un sous-fibré E est intégra- 
ble si et seulement s'il est involutif. 
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Avant de prouver cette proposition, nous allons nous en servir 
pour démontrer la proposition 4. 


Démonstration de la proposition 4. Soient 
G et H deux groupuscules de Lie différentiables, f: g—1) un 
homomorphisme de l'algèbre de Lie g — 1(G) dans l'algèbre de 
Lie h = (4). Il nous faut montrer qu'il existe un homomorphisme 
p: G— H pour lequel {(@) = f et que cet homomorphisme est 
unique. 

À cet effet, en traitant f comme une application T,.(G) + T, (AH), 
définissons pour deux éléments quelconques a € G et b € H une 
application linéaire f (a, b): T;. (G) — T4 (AH) en posant 
(5) f(a, b) = (dLy)e o f © (dLahe”, 
où comme toujours L, et L, sont des translations à gauche. Il est 
évident que les applications (a, b) dépendent différentiablement 
de a et de b, c'est-à-dire forment un système de Pfaff sur G dans }. 

Pour tout homomorphisme @: G—- H de groupuscules de Lie 
et tout élément a € G, on a la relation @o L, = L,, © @ (qui signifie 
tout simplement que (ar) = a gx), c'est-à-dire que q = L,, » 
o po L;'. Donc, 

(dp)a — (dLoa)e 9 (de). 9 (dL, c”- 
d'où il s'ensuit que si f = {(@), c'est-à-dire que f = (dw)., alors 
(dp)a — f(a, pa), 
c'est-à-dire que est une intégrale du système de Pfaff (5) telle que 
çe = e. 

Réciproquement, supposons que le système de Pfaff (5) possède 
une intégrale o définie sur un voisinage de l'unité e du groupuscule G 
et telle que œe — e. Puisque nous avons convenu d'identifier les 
groupuscules équivalents, nous pouvons, sans nuire à la généralité, 


admettre que l'intégrale œ est définie sur le groupuscule G tout 
entier. 


Pour tout point fixe a € G, l'application œ@oL,: x + q(ax) 
définie sur un voisinage du point e, vérifie la relation 
d (CC Lo)x — (dP)ax 9 (dL o)x — 

— (dLtax})e ofo (dL ,x)e" 9 (dLo)x — 

— (dLytax))e ofo (dL,  — Î (x, p (ax)), 
c'est-à-dire est une intégrale du système de Pfaff (5). De façon 
analogue, puisque 

(dLoa 9 P)x — (dLoa)ox ° (dq)x — 
— (dLoa)ox 9 (dLox)e ofo (aL, e = 
— (dLoa gx)e ofo (dLz)e' — f(x, qa x); 
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l'application L,, © @: x :— pa rest aussi une intégrale du système 
de Pfaff (5). Comme ces intégrales prennent la mème valeur (9,2 
au point e, en vertu du lemme 1 elles sont confondues dans un voisi- 
nage de ce point. Donc, dans ce voisinage (ar) — @a x, ct. par 
suite, œ est un homomorphisme de G dans H. Comme 


(dp)e — (dLe). 9 Î 9 (dL.)e" = f, 


cet homomorphisme induit l'homomorphisme f d’algèbres de Lie. 


Nous avons ainsi prouvé que les homomorphismes œ@: G — H 
de groupuscules de Lie qui induisent l'homomorphisme jf: 9 —1 
d'algèbres de Lie sont très exactement les intégrales du système 
de Pfaff (5) pour lesquelles qe — e. Donc. pour prouver la proposi- 
tion 4. il suffit de montrer que le système de Pfaff (5) est intégrable, 
c’est-à-dire qu'est intégrable le sous-fibré £ du fibré tangent T(G X 
X H) qui est le graphe de ce système. 

La fibre de ce graphe au-dessus du point (e, e) EG “ H est 
de toute évidence le graphe f de l’homomorphisme f, c'est-à-dire 
le sous-espace de l'espace T,.(G X H) = T,(G) X T. (A), forme 
des couples de la forme (4. fA), où À € T. (G). On obtient la fibre 
du graphe au-dessus d'un point arbitraire (a, b) € G *X H en faisant. 
agir l’opérateur linéaire dLe,. à — dL, X dL, sur f. 

Si donc l’on considère sur G X H des champs de vecteurs inva- 
riants à gauche X,,..., À, dont les valeurs X,(e, e), 

X m(e, e) au point (e, e) forment une base du sous-espace i. 
alors leurs valeurs X (a, b), … À m(a, b)en un point quelconque 
(a, b) EG X H formeront une ‘base de la fibre du graphe Æ au-des- 
sus du point (a, b). Ceci signifie que Les champs X,, ..., X M for- 
ment une base du .7 (G X H}-module c«(E) (de sorte que ce module 
est libre). 

Pour reformuler cette affirmation en termes plus intrinsèques. 
on remarquera qu'étant le graphe d'un homomorphisme d'algèbres 
de Lie, le sous-espace Ÿ de l'algèbre de Lie 1(G “ H) € a(G X H) 
sera une sous-algèbre de cette algèbre, et, par suite, de l'algèbre de 
Lie c(G X H) tout entière. Si l'algèbre 1(G X H) est traitée 
comme une algèbre de champs de vecteurs invariants à gauche, une 
base de f sera constituée précisément des champs X,, .... A. 
Donc, le sous-module du .+(G X H)-module «a(G x H) de base 
X,, -.., À m Sera précisément le sous-module .ÿ (G X H) j engendré 
par la sous-algebre f. Or. on a remarqué plus haut qu’un sous-module 
engendré par une sous-algèbre est une sous-algèbre. Donc, le sous- 
module c(£) est une sous-algèbre de l'algèbre a(G X AH), si bien 
que le sous-fibré Æ est involutif. Il est donc intégrable d’après 
la proposition 5. [] 


128 LEÇON 7 


Il ne nous reste plus qu'à démontrer la proposition 5 (et le lem- 
me 2). La condition nécessaire de cette proposition s'établit sans 
peine : 


Proposition 6. Tout sous-fibré intégrable E est involutif. 


Démonstration. Soient a, € Met D: (W, w,) —+ (M, a) 
une application intégrale relativement à Æ. Comme l’application 
(dD),: Te(W) — Tow(A1) est monomorphe en tout point w € W, 
pour tout champ de vecteurs X € a(Æ), il existe sur IF un seul 
champ X® satisfaisant à la relation 


À @ — (do), (X®), 
c'est-à-dire D-lié au champ X. Sous ces conditions, pour tout couple 
de champs X, Y Ec(£), les champs [X, Y] et [X®, Y®] sont 
aussi D-liés, c’est-à-dire qu'on a 
[X, Ylou = (dD), IX®, Y®],. 
Donc, [X, }'low € Im (dD), — Eœy. En particulier, [X, Yl. € 
€ E,.. Comme le point a, € A est arbitraire, ceci prouve que [X, YIE 


€ a(£). Donc, le sous-fibré Æ£ est involutif. CO 
La démonstration de la réciproque est plus délicate. 


Définition 13. On dit qu'un sous-fibré Æ d'un fibré tangent 
T (M) est complètement intégrable si la variété M est munie d’un 
atlas de cartes (U, x!, ..., x") telles que pour tout point a € U 


 . 6 \. 9 : à | 
les m premiers vecteurs a). ... (5 ) de la base (5x 


.. ( 9 ). de l'espace T,(7) forment une base de l'espace E,, 


Oz" 
autrement dit ces vecteurs sont tels que les champs de vecteurs 
Ce] 


9 e e ° 
a 


irc: FF sur U forment une base du # (U)-module c(£E |y). 

Il est immédiat de voir que tout sous-fibré complètement intégrable 
est intégrable. En effet, soit a, € M et supposons que a, € U, où 
(U, h) = (U, x', ..., zx) est une carte de l’atlas de la défini- 
tion 13. Soient par ailleurs £” le plan z"*t= z2"t#l(a,). ... 
..., æ" = z"(a,s) de l'espace R° et W—= £"fN A(U) (qui con- 
tient visiblement le point w, — hk(a,)). Soit enfin D: W — 1f 
la restriction à W du difféomorphisme réciproque ht: Rk(U) + U 
(traité comme une application dans M). La différentielle (dd), 
de l'application ® en un point w € W transforme la base canonique 
de l'espace T,(W) = R” en les vecteurs (à). .…. A). où 
a = Ow, et. par suite, est un monomorphisme sur l’espace £,. 

L'application D: (W, u,) — (A1, a.) est donc une application 
intégrale relativement à £. Comme le point a, € est arbitraire, 
ceci exprime que le sous-fibré £ est intégrable. {] 
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Bien plus, on démontre de façon analogue que fout sous-fibré 
complètement intégrable E possède la propriété énoncée dans le lemme 2, 
à savoir que pour tout couple D: (W, w,) + (M, a,) et D’: (K”, 
w, — (7, a) d'applications intégrales relativement au sous-fibré 
E, on peut exhiber dans W et W” des voisinages V et V” de w, et 
w, et un difféomorphisme B: V’ — V tels que ©’ = ® °c f sur V”. 
En effet. sans restreindre la généralité, on peut admettre que l’appli- 
cation ®’ est l’application construite ci-dessus au moyen de la 
carte (U, x!, ..., x") et que la variété W est un sous-ensemble 
ouvert de l’espace R”. Sous ces conditions: pour tout point w&w = 

= (w!,..., uw") € W, les vecteurs CUOMESS -). -. ..., (dD), (ax) 
formeront : une base de l’espace E,, a = du et, par suite, s'expri- 
meront linéairement en fonction des vecteurs (5) , (5) . 

z'J/a 07" Ja 
Par ailleurs, si zxz'(w), ..., x'(w) sont les fonctions déterminant 
l'application ®, alors 


«ao (2) (2 }.-( —).., i—1,. .,m, 


owl di 0x? 


d’après la règle général: qui définit 1 action de la différentielle 


d'une application différentiable. Donc, Le —= 0 sur W pour tout 


i=1,..., met tout j = m + 1,..., n, et, par suite, (uw) = 
= const (plus exactement, zx’(w) — zi(as)). -pour j = m+1,.. 

., n. Ceci signifie que le composé B = À > D de |’ application D 
et du difféomorphisme de carte h est une application de W dans W. 
L'application B étant visiblement étale, le point w, possède un 
voisinage Ÿ sur lequel elle est un difféomorphisme sur un voisinage 
V” du point w,. Pour achever la démonstration. il reste à remarquer 
que D = h"lo (Ro D) = Do$ sur V. 0 

D'après ces remarques, pour prouver le lemme 2 et le reste de 
la proposition 5, il nous suffit de‘démontrer la proposition suivante: 


Proposition 7. Tout sous-fibré involutif E d'un fibré tangent 
T (M) est complètement intégrable. 


Démonstration. Soient a; € M et (U,h) = (U, x!, ... 
!., x") une carte de M en a. Quitte à choisir un plus petit voisi- 
nage, on peut admettre que le #(U)-module a(Æ£ly) est libre, 
c'est-à-dire possède une base formée de m champs de vecteurs X,, . .. 
, Âm. Pour simplifier les formules, on peut admettre par ailleurs 

que ‘z(as) = 0, ..., z'(ao) = 
Supposons d’ abord que m — D 4 Posons X = X, et considérons 
les composantes X! = Xz!, ..., X" — Xz" du champ de vecteurs 
X dans les coordonnées 21, . ..., &. Comme X 0 dans l, on 
peut sans nuire à la généralité considérer que X" -£0 dans U (il 


9—016:2 


130 LEÇON 7 


suffit au besoin de changer le nom des coordonnées et de réduire L’). 

On sait que pour tout point u € Ù, il existe une courbe intégrale 
Pu: 2, — M du champ X, définie sur un intervalle 7, de R con- 
tenant 0, et telle que p,(0) = u. On peut admettre (quitte à réduire 
U) que l'intervalle 7, ne dépend pas de w (est le même intervalle 7 
pour tous les u). 

Considérons maintenant dans l’espace R° = 2"-1XR, un 
ensemble ouvert W X Z. où W est l'ensemble de tous les points 
w = (wi, ..., w"-1) € 2""1 pour lesquels (&w, 0) € k (U), et l’ap- 
plication 

D WX I M 


de cet ensemble dans une variété WM définie par la formule 

D (w,t) = œqult)}, où u = hk"t(w, 0). 
Dans les coordonnées w!, ...,. w"”1, w"=t et xl, ..., x", cette 
application est déterminée par des fonctions z'{w, t), ..., x" (w, t) 
telles que 


G) 0 2 Xi (rt (wo, 1), .., 2, 1), ist, sn. 


et 
z'fw, 0) = w!,..., z2"-'(w, 0) = u?-1,  z"(w, 0) = 0 


identiquement en &. On voit notamment que 


CEA __ ki ox" … 
ôw? 0 = et ot }, = 0. 
Combiné aux formules (6) ceci signifie qu’en tout point de la forme 
(w, 0), et en particulier en (0, 0), la matrice de la différentielle 


de l'application ® est. dans les coordonnées w!, ..., w"”l, w" = t 
et z', ..., x", de la forme suivante 


(1 x! 
0 

0 9 
1 x 

(0O...0x" ) 


donc n’est pas dégénérée (en vertu de la condition À" 0). Donc, 
l'application ® est étale au point O = (0, 0) E W X JZ, par consé- 
quent, sans nuire à la généralité, on peut admettre que c'est un 
difféomorphisme de l’ensemble W X 7 sur le voisinage U. Le dif- 
féomorphisme réciproque D! définit sur U des coordonnées w!, ... 


. 0 
, w""1, w” telles que visiblement -—; = X sur U. 
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Donc, dans un voisinage U du point a,, il existe des coordonnées 


_ engendre le sous-module 
c(E lu). Comme le point a, a été arbitrairement choisi, ceci prouve 
la complète intégrabilité du sous-fibré E. 

Ceci achève la démonstration de la proposition 6 pour m = f. 
(On remarquera que pour m = 1, la condition d'involutivité est 
automatiquement réalisée.) 

Supposons maintenant que m >> 1 et raisonnons par récurrence. 
Supposons que la proposition 6 a été prouvée pour des sous-fibrés 
de fibres de dimension m — 1 et considérons un sous-fibré involutif 
E de fibres de dimension m. 


wl, ..., w", telles que le champ 


Lemme 3. Sur la variété M il existe une carte (UÜ, x', ..., x") 
avec a, € U et une base X,, ..., X, du module «(E|,) telles que 
a) Xur' =... = Xnz""! = : 0, Xz" = 1,c'est-à-dire que X,, 

0 
= 
b) Xix" -- ... = Xm-iz" = 0, c'est-à-dire que les champs 
X,, -.., Xm-, ne s'expriment qu'en fonction des champs _ yo. 
(g e 
c) pour x" —{Ü0, les fonctions X,x°, ..., Xm-12,, Mm£j<n, 
de x', ..., x"! sont identiquement nulles. 


Démonstration. Supposons tout d'abord que (U/, x,, ... 
... æ) est une carte (avec a, € Ü) pour laquelle le module a(£|y) 
est libre et soit X,,..., À}, une base du module a(£{|). Le 
champ de vecteurs X, engendre un sous-fibré pour lequel m = 1; 
en appliquant à ce fibré la partie de la proposition 7 qui a été prou- 
vée. on trouve une carte (que l’on désignera encore par (U, x!, ... 

x")) vérifiant la condition a). 

Pour satisfaire la condition b), on remplacera les champs X,, ... 

ss Âm-, par les champs 


X, — (X,z") X mn . ee X m -1 — (X m -12") X ». 


I est évident que ces champs (que l'on désignera encore par X,. ... 
. Xm-1) forment par adjonction du champ ZX, une base de 
a(E LL) et satisfont à la condition b). 

La condition c) est plus difficile à réaliser. 

Soit W& R"-! l’ensemble de la première partie de la démonstra- 
tion (æ € W si et seulement si (&, 0) E k(C)). Identifiant W à 
W %X O0, considérons la restriction g@: W — L’ a W du difféomorphis- 
me 2"! réciproque du difféomorphisme de carteh: —h(U)E 2. 
Pour tout point &w € W, la différentielle (dç). de l'application 
est un monomorphisme de l’espace vectoriel T,(I) — 2"-! sur 


ae 
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le sous-espace (de l’espace vectoriel T,(1/). a = œ (w)) engendré 
par les vecteurs (2) y... 9 


ox! a dx"-i 
champs de vecteurs 


. Donc, il existe sur. des 


Vice Yma 


définis de façon unique qui sont q-liés aux champs X,, ..., À m-1 
(pour lesquels nous avons supposé remplies les conditions a) et b)). 
Pour tout point # € W, en notant (9*E). l'enveloppe linéaire des 
vecteurs (Ye; . . ., (Y’m-1)r ON obtient au-dessus de W un sous- 
fibré q*E du fibré tangent T(W) tel que le morphisme T(®): T(W})-- 
—+ T(11) de fibrés vectoriels l'envoie dans le sous-fibré E. 
Par construction les champs de vecteurs }”,. .... Y ,-, forment 
une base du .f (W)-module a(p*Æ). Ceci étant. puisque pour tout 


point æ& € W x 
(de (Yi, Vie = (X 5, X leur) € Eçtr: 


il vient [Y3, Y;l4 E (p*E).. et, par suite. [X°;, Y;] Ea(g*E). Ceci 
signifie que le sous-fibré @*E est involutif. 

Donc, d’après l’hypothèse de récurrence, il existe sur W (après 
une éventuelle réduction de L’, donc de ”) des coordonnées (curvi- 


lignes) w!, ..., u"-l telles que les champs de vecteurs > ... 
Ô 

-. jm Cengendrent le sous-module «a(ç*F). Comme cette 

propriété caractérise aussi les champs Ÿ,, ..., Y'm-1, il s'ensuit 


de là que les champs Ÿ,, ..., Y,-, ne s'expriment qu'en fonction 
de Soiree RS et, par suite, leurs composantes Yu”, 
...s Ÿ m8 sont nulles dans la base +: .. _—. pou m< 
Lj<hn. 

Sans nuire à la généralité on peut admettre k (U) — W X I, 
où Z est un intervalle de R, et, par suite, en posant h (u) = (w, x"), 
on peut considérer que les coordonnées locales de tout point u € U 


sont les coordonnées w!, ..., w"-! du point & € W et la coordonnée 
z" E I. En d'autres termes, nous introduisons dans Ü de nouvelles 
coordonnées locales y! — w , y" = ul, y" = x", en adop- 


tant pour difféomorphisme de carte U—+h (U) ‘le difféomorphisme 
réciproque du difféomorphisme (@ck) »x id, où k: W —> W* est un 
difféomorphisme déterminant les coordonnées locales w!, ..., w"” 


dans W. Les coordonnées y!, ..., y" sont telles que y" = zx”, et 
y', ..., y"-l ne dépendent pas de x", de sorte que 
9y! … 0 ay … 
gxn —— , e .. ER — 
et 
dy" … y" dyn 
an “0, ” gzxn-i 0, dx — , 
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Donc, les composantes Xy!. ..., Xy" d’un champ de vecteurs X 
dans les coordonnées y}, .... y" s'expriment en fonction de ses 


composantes X! — Xzr!, .... X" — Xzr" dans les coordonnées x}, … 
. z" au moyen des formules 
. Ayi 
X Xi — 
ÿ 0x? 
Jyi - TL 
{ oy t h—!{ y  — _— 
-{* PERS .. +À ni pour i=1À, ...,n 1, 
X" pour i=n. 


En particulier. pour le champ À = X,, (pour lequel par hypothèse 
X1=0,..., X"-1—=0, X" — 1), on déduit de là que X,,y' = 
0 


= 0,..., Xny" 7! = 0, Xuy" = 1. c'est-à-dire que X,, — 


Ou" 
Pour les champs X,. ..., X,-,. il résulte de là que X,y" = ... 
se. = Xm-1ÿ" = 0. c'est-à-dire que ces champs ne s'expriment 
. æ® 0 . e 0 0 . 
linéairement qu'en fonction des champs —— ——— . Ceci 


ay" °°°? ay 
signifie du les conditions a) et b) sont encore remplies dans la 
carte (L/, .… y"). 
D' autre part, pour y" = Ü), c'est-à-dire en un point de la forme 
(eo). wæEW, les valeurs (X;)4 du champ de vecteurs X;, 
... R—1AÀÂ, sont justiciables de la formule 


(Xiju = (dq).Y;, 


qui exprime la -liaison des champs X; et Y;. Appliquée aux fonc- 
tions X;y’, cette formule montre que la valeur 


(Xy/)(u) = (Xi)ur 


de la fonction X;y° en u € U avec y"(u) = 0 est égale à la valeur 
de la fonction }’;y’ en &w. Comme Y;yy = 0 pou m<j<n—1A, 
ceci prouve que X;y|,n_, — 0 pour m<j<n—1. Donc. la 
condition c) (dans laquelle il faut remplacer x!, . .., x" par y!, . 
. y") est remplie pour la carte (U, y', ..., y"). D 

Ce lemme entraîne sans peine la proposition 7. 

Supposons maintenant que la carte (U, x!, ..., x") et les 
champs X,,..., X, vérifient les conditions du lemme 3. 

Considérons le crochet de Lie [X,,, X;l, i = 1,.... m— 1. 
En vertu de la condition d'involutivité, ce champ de vecteurs est 


situé dans c(E|:), et, par suite, il existe sur U des fonctions 
différentiables ci, . .., c; telles que 


[X mr Xi = Xi +... + TX m i=1{,...,m—1, 
donc 


= 
Cf. 


[X ms Xalx = AXin +... + TX LT 
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pour tout j = 1, ..., n. Ceci étant, si j n (le seul cas intéres- 
sant), alors X,21 — 0. On peut donc admettre que le dernier terme 
du second membre est de la forme c'X,_,27. Par ailleurs, par 
définition du crochet de Lie 
. . - 0X 7? 
[X ms X;] x =X» (Air?) — À ; (X m2”) =, 
puisque par hypothèse X, = Ceci signifie que pour tout 
j—=1,..., n —1 (de même, évidemment, que pour j = n), les 
fonctions | | 

a = X2. .. 2m = Â m2". 


regardées comme des fonctions de { = x". sont solutions du système 
d'équations différentielles 


æ m-1, . 
= CAT +. LC mir i= 1, ...,m— 1. 


Or, d’après la condition c) du lemme 3. les fonctions z,, . .., 2m 
sont nulles pour { — 0. Elles le sont donc pour tout f. 


Ceci prouve que sur Ü les champs X,, ..., X,., s'expriment 
à 


. 0 
X,,..., À mn, en fonction du champ To 


et, par suite, les champs 
(7) 0 
Drm-i , FE . Donc, 
les derniers champs forment une base du module c(£|). 
Pour achever la récurrence, il reste à changer les noms des coor- 
données zx" et x”. 
Ceci prouve la proposition 6 et partant la proposition 5 et le 


lemme 2 


. 9 
en fonction du champ Tor. 


Corollaire. Un sous-fibré d'un fibré tangent est intégrable si et 
seulement s'il est complètement intégrable. OC 
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Revêtements. — Sections des revêtements.— Revêtements 
pointés.— Coamalgames.— Espaces simplement connexes.— 
Morphismes de revêtements. — Relation de préordre dans la 
catégorie des revêtements pointés.— Existence de revête- 
ments simplement connexes.— Problèmes de justification. — 
Fonctorialité d'un revêtement universel. 


Passons maintenant à l’étude du foncteur de localisation GR,-DIFF-- 
— GR-LOC. L'étude de ce foncteur est basée sur d’autres idées et 
méthodes liées essentiellement aux espaces de revêtement. L'édifi- 
cation habituelle de la théorie des espaces de revêtement à l'aide 
de la notion de chemins homotopes a fait l’objet de nombreux ma- 
nuels et de monographies tant dans la perspective de son application 
à la théorie des groupes de Lie (cf. par exemple [8]. chap. 9) qu'in- 
dépendamment d’elle (cf. par exemple [13], chap. 5). On se propose 
d'exposer une construction plus élémentaire de cette théorie que 
l'on doit à Chevalley, construction qui s'appuiera uniquement sur 
des considérations topologiques simples. On appliquera ensuite les 
résultats acquis à l'étude du foncteur de localisation. 


Définition 1. Soit x: Ÿ —+ X une application surjective conti- 


nue d'un espace topologique X sur un espace topologique Æ, et 
soit U © À un ouvert de X. On dit que U est revêtu sans pli par 
l'application x si l’image réciproque x-!{U) est la réunion d’en- 
sembles ouverts disjoints homéomorphes chacun à U par l’applica- 
tion rx. Une application x est un revêtement de l’espace À si les 


espaces X et X sont connexes et si tout point de À possède un voisi- 


nage revêtu sans pli par l'application x. L'espace X s'appelle alors 
espace de revêtement. 


On a parfois affaire à des applications surjectives x: X— x 
pour lesquelles l’espace X est connexe et chacun de ses points possède 
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un voisinage revêtu sans pli par x, mais l’espace X n'est cenérale- 
ment pas connexe. De telles applications seront dites revétements 
faibles. 

Si U est revêtu sans pli par une application x, il en sera de 
même de tout ouvert V & LU. Donc, pour tout revêtement zx: X—x 
(généralement faible), les ouverts revêtus sans pli U & X forment une 
base dans l'espace X. 

Puisque tout point rex appartient à l’image réciproque d'un 
point x € X, les ouverts Ua À. qui sont homéomorphes par l'appli- 
cation x à des ouverts L’ € X, forment une base dans l'espace X, 
autrement dit tout ouvert de X est la réunion de tels ensembles. 


Üne application continue x: X — X admettant la dernière 
propriété s'appelle homéomorphisme local. Donc, tout rervétement 
(faible) est un homéomorphisme local. 


Signalons que la réciproque est fausse. Un exemple d’homéomor- 
phisme local qui n'est pas un revêtement nous est donné par la 
restriction d’un revêtement x: X —+ X au sous-espace XX {ro}, 
où z, E À est un point arbitraire (même si cette restriction est 


surjective et le sous-espace XX {z,}, connexe). 

Tout homéomorphisme local est visiblement une application 
ouverte (c’est-à-dire envoie ouvert dans ouvert). Donc, tout revête- 
ment (faible) est une application ouverte. 

D'une façon générale, l’image réciproque d’un ensemble U € X 
revêtu sans pli ne se représente pas de façon unique par la réunion 


d’ouverts U, disjoints homéomorphes chacun à U. Mais cette repré- 
sentation est uniaue si U est connexe, puisque dans ce cas les ensembles 


U, peuvent être traités comme les composantes connexes de l’en- 
semble x-'(U) (étant homéomorphe à L’, chacun de ces ensembles 
est connexe et de plus ils sont ouverts et disjoints). 

De nombreuses propriétés topologiques importantes de l’espace 


X sont héritées par tout espace de revêtement X. Ainsi, du fait que 
le revêtement x: X — X est un homéomorphisme local, il s'ensuit 


immédiatement que l’espace X est localement connexe s'il en est de 
même de l'espace X 
De façon analogue, il est aisé de voir que si un espace X est séparé, 


il en est de mème de chacun de ses espaces de revêtement X. En effet, 
soient x,, z, deux points distincts de X. Si r(z;) — x(r.), les 
points x, et x, appartiennent par hypothèse à des ouverts disjoints. 
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Si (2) £ (22), les points (2) et a (ze) possèdent des voisinages 
U, et UV, disjoints, puisque l’espace X est séparé. Les images récipro- 
ques x'(U,) et n-'(U,) de ces voisinages seront des ensembles 


ouverts disjoints qui contiennent zx, et ze. [] 
Soit VU € ZX un ouvert revêtu saps pli par une application x: À — 


—+ X. Considérons des ouverts disjoints Ü, € X sur lesquels 4 
est un homéomorphisme et dont la réunion est l’ensemble AU). 


Par définition, pour tout &« l’homéomorphisme 6,: U — U, réci- 
proque de l’homéomorphisme al. : Va —+ U sera une section de: 
œ 


l'application x au-dessus de U (plus exactement, c'est sa composée 


avec l'injection ÜU, — X qui sera une section). 

Par ailleurs, on sait que si L’ est connexe, les ensembles l, 
sont définis de façon unique; de plus, pour se donner l’un d'eux. 
il suffit d'en indiquer un point seulement (puisque ces ensembles. 
sont les composantes de l’ensemble x-1(l/))}. Donc. les sections 
6, sont définies aussi de façon unique. Cela signifie que si dans l” 


nous choisissons un point x,, alors pour tout point Ze € a! (20): 
il existera au-dessus de U une seule section 6,: Ü —+ X de l' appli- 


cation x pour laquelle O(Ta) = Lo. 
Réciproquement, soit U un sous-ensemble connexe de X ayant 


la propriété suivante: pour tout point x, € L’ et tout point ze € 
€ x-1(x,), il existe une seule section o6,: LU — X de l'application x 
au-dessus de ÜU pour laquelle ©6,(x,) = 74. Soit un point arbi- 
traire r Ex-!{(U). Supposons que zx = 1x (x). Par hypothèse, il 
existe une seule section 0: U— X de l'application x au-dessus 
de U telle que © (x) — z. Soit O(Zo) = To. L'unicité de la section 6, 


entraîne l'égalité o — 0, qui montre, en particulier. que 7 € oa(l'). 
Donc, l’ensemble n-'(U) est la réunion des ensembles o,(l). 


Si x € oa(U) Nos(U), alors ze, = Gare) = 0 (z0) — Oa,(ro) = 


= La, et, par suite, 6,, — 64. Donc, les ensembles o,(L') sont. 
disjoints. Comme ces ensembles sont connexes (puisque homéomor- 
phes à l’ensemble connexe Ü), ceci prouve qu’ils sont les composan- 


tes de l’ensemble x-'(U). Si l’espace X est localement connexe, 
ces composantes doivent être ouvertes. Donc, sous les conditions: 
posées, l’ensemble x-'(l/) est la réunion d'ouverts disjoints homéo- 
morphes chacun à U. Autrement dit. l’ensemble CL’ est reveétu sans 
pli par l'application :. 
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Nous avons ainsi établi la proposition suivante: 


Proposition 1. Si l'espace X est localement connexe, un ouvert 
connere LE X est revêtu sans pli par l'application x: XX si 


et seulement si, pour tout point x, € U et tout point Ze € n-!U{(xo), 
il existe une seule section ©, de l'application x au-dessus de LU’ telle 


que Caro) = La O 
Corollaire. Soient U et V des ouverts connexes de l’espace X revêtus 
sans pli par l'application n: X + X. Si: 


a) l'espace X est localement connere: 
b) l'intersection U (] V est connexe, alors l'ensemble U |] V est 
aussi revêtu sans pli par l'application x. 


Démonstration. Soient x EU UV et Ta € a”l(xo). 
Il suffit de montrer qu'il existe une section 6,: L U F —+ X de 


l'application x au-dessus de U {J V, telle que o,(x0) — Ze et que 
cette section est unique. Sous ces conditions, on peut, sans nuire 
à la généralité, admettre visiblement que x, € L. 


Par hypothèse, il existe au-dessus de L’ une section 6,: U — X 


de l'application x, telle que o,(xo) = La et cette section est unique. 
Choisissons un point quelconque y, € L NV et considérons le 


point Ÿo —= 64 (ÿo) € X. Comme y, € V, il existe au-dessus de V une 


seule section 0,: Ÿ — X de l'application x, telle que oc(ÿo) = Yo- 
Les restrictions à U f} V des sections ©, et 0, sont des sections au- 


dessus de U fN V qui envoient y, dans Yo. Comme L f} est connexe, 
il s'ensuit de là que ©, = 0, sur U ff VF. Donc. les sections 6& 
et ©, définissent sur U [J V une application continue o,: U LU 
UF — X qui est visiblement une section telle que o,(ro) = zu. 
Ceci établit l'existence de la section 6,. L'’unicité est maintenant 
triviale. ( 
La proposition 1 et le corollaire sont valables notamment pour 


tout revêtement a: X + X d'un espace X localement connexe 
{et connexe). . 
Dans les hypothèses de la proposition 1, l'image o,(L) de L 


par chaque application ©, est un sous-ensemble ouvert de l’espace X. 
La proposition suivante montre que ce fait revêt un caractère assez 
général : 

Proposition 2. Si l'espace X est localement connexe, pour tout 


revctement x: À — X chacune de ses sections o: V —+ X au-dessus 
d'un ouvert VE X est une application ouverte. 
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En particulier, l'ensemble o(V) est ouvert dans X, et o est un 
homéomorphisme de V sur o(V) (admettant l'homéomorphisme récipro- 


que À locy))- 
Démonstration. Puisque l'application © est une section 
au-dessus de chaque ouvert contenu dans Ÿ, il suffit de montrer que 


l’ensemble o(V) est ouvert dans X. 


Soient pr o(V)et xEV. un point tel que © (x) — z. Soient 
par ailleurs Ü € Ÿ un voisinage connexe de x revêtu sans pli par 
l'application x, U la composante de son image réciproque x7(l') 
qui contient le point z. L'image o(l') du voisinage U par l’appli- 
cation © est un ensemble connexe contenant le point z. Donc, o (L) € 
« Ü. et. par suite, est définie l'application (xl) 06 = id. Or, par 


hypothèse. l'application als : CU’ U est un homéomorphisme. 


Donc, si o’: U—U est l'homéomorphisme réciproque, il vient 
C'o (xl) — id, et, par suite, 


(oO —= 0 (al ° 6) 2 (a onl-)°0=0. 
En particulier, o(l’) = o'(l) = L’. Ceci signifie que le voisinage Ü 
du point x € o(V) est entièrement contenu dans o(Ÿ). de sorte que 


x est un point intérieur de l'ensemble o(V). Donc, l’ensemble 
o(}) est ouvert. [] 


L'unicité des sections ©, impliquée dans la proposition 1 peut 
effectivement être prouvée (notamment dans le cas seul intéressant 
pour nous où zx est un revélement d'un espace séparé). Du reste, 
il nous sera plus commode d'établir cette unicité dans une situation 
plus générale pour la description de laquelle nous introduisons la 
définition suivante: 


Définition 2. Soient f: Y —+ X et an: X —+ X deux morphismes 


d'une catégorie C. On dit qu'un morphisme f: Y — X de la caté- 
gorie C est un relèvement du morphisme / (relativement an morphisme 


n) sif—=rcf, c'est-à-dire si le diagramme 
Le. "4 
X 
bé j 
Y TX 
est commutatif. 
Les sections ne sont autres que les relèvements du morphisme 
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identique À —+ X, et les sections au-dessus de U € X (dans le cas 
où la catégorie C est la catégorie TOP des espaces topologiques), les 
relèvements de l'injection LU — X. 


Proposition 3. Soient =: X — X un revètement de l'espace séparë 
X,f: Y — X une application continue d'un espace connexe Y dans 


l'espace X. Si deux relèvements 1. Ÿ : Y — Ÿ sont confondus en un 
point au moins y, E Ÿ. ils le sont partout. 


Démonstration. Soit Y’ l'ensemble des points y€E Y 


tels que jy = f'y. L'ensemble Ÿ” n’est pas vide (il contient le point 
Yo) et est fermé (car l'espace X est séparé). L'espace Y étant connexe 
par hypothèse, pour prouver la proposition 3, il suffit de montrer 
que l’ensemble Ÿ” est également ouvert. 

Soit y E Ÿ”’, et soit LU un voisinage du point f (y) € X, revetu 


sans pli par l'application 1. Sous ces conditions, le point j() = 
= f (y) possède dans X un voisinage Ü sur lequel x est un homeéo- 
morphisme Ü —+ U. Les applications f et Î étant continues, le point y 
possède dans Ÿ un voisinage Ÿ tel que f (1) c Üet f (1) ce Ù. 
Comme l'application z est un homéomorphisme sur Ü et que x of = 
= nf ,on af = f' sur V, c'est-à-dire que V & Ÿ’. L'ensemble Ÿ” 
est donc ouvert. [] 
Nous aurons besoin de la définition topologique suivante : 


Définition 3. Un espace topologique X est pointé si on y a dis- 
tingué un point base x,. On appelle application (X, xs) —+ (Y, yo) 
d’un espace pointé (X, x.) dans un espace pointé (Ÿ, y,) une appli- 
cation continue À —+ Ÿ envoyant x, dans ÿo. 

Il est évident que les espaces pointés et leurs applications for- 
ment.une catégorie que nous noterons TOP:. 


On appelle revétement pointé une application x: (X, Lo) — 
— (X, z,) de la catégorie TOP’ qui est un revêtement en tant 


qu'application XX de la catégorie TOP. 

Traduite dans ce langage, la proposition 3 affirme que foute 
application f: (Y. yo) —+ (X. xs) d'un espace pointé connexe (Y°, yo) 
dans un espace pointé séparé (X. x,) admet au plus un relèvement 
1: (Ÿ, Yo) — (X , To) relativement au revètement pointé x: (X , T0) —+ 
—+ (X, Zo). 


Dans la suite, pour alléger les notations, pour (X, x,), (X. To), 


etc., on écrira simplement X, X, etc., en n’indiquant explicitement 
les points bases que dans le cas où une confusion serait à craindre. 
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Soient encore f: Y — X et x: X — X des morphismes d'une 
catégorie C et supposons que ces morphismes sont inclus dans un 
diagramme commutatif de la forme 


= 


= 
Ye—— X 


‘ 


) rt 


f 


TT 


Ce diagramme s'appelle carré universel et le morphisme A: Yi, —Y 
(ou l'objet Ÿ;), coamalgame des morphismes f et x (ou des objets Y 


et “x au-dessus de l'objet _À) si pour tout objet Z et tous morphismes 
: Z—Y et 8: Z—+X vérifiant la relation 


(1) foi = 108: 
il existe un seul morphisme g: Z—Ÿ};, pour lequel 
(2) TI0E = Bis Jo = Le 


ou, en d’autres termes, si tout diagramme commutatif de la forme 


ap 


AN 


se complète de façon unique à un diagramme commutatif de la 
forme 


Ÿ X 


Y: 7} 


AN 


Deux coamalgames quelconques Y,; et Y; des morphismes f et x 
sont canoniquement isomorphes: il existe un isomorphisme Ÿ}; — 
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— Ÿ; et un seul rendant commutatif le diagramme 


r 
Yf Y£ 
r 


KA 


La propriété fondamentale du coamalgame x;: Y ;, — Ÿ est que 
ses sections g: Ÿ — YŸ , se trouvent de façon naturelle en correspon- 


dance biunivoque avec les relèvements Î: Y — X du morphisme f. 
En effet, toute section g détermine un relèvement f*cg et pour 


chaque relèvement f, les morphismes g, — id et g, = f vérifient 
(pour Z = Ÿ) les conditions (1), et. par suite, définissent un mor- 
phisme g: Ÿ — Ÿ, qui est (en vertu de la première relation (2)) 
une section du morphisme :;. [ 

De ce point de vue les relèvements se réduisent à leur cas parti- 
culier: les sections. 

Cette réduction suppose évidemment l'existence du coamalgame 
a. 11 s'avère que dans le cas de la catégorie TOP (ou TOP’) qui 
nous intéresse. le coamalgame n,;: Y; —+ Ÿ existe pour toutes appli- 


cations continues f: Y — X et x: X — X. L'espace Y, correspon- 
dant est dans ce cas un sous-espace, du produit direct Y X X. des 
points (y, x) tels que f (y) = x (x). et les applications 4; et f* sont 


les restrictions à }’; des projections de ce produit sur ses facteurs. 
Que cela nous donne bien un coamalgame se vérifie directement : 
en effet, si fog, — n°8g. l'application g = 8 X ge: Z—Y X X 
est une application dans Ÿ}, et satisfait les relations ;°g = g, et 
f*og = g:; par ailleurs, x, et f* étant des projections, ces relations 
déterminent une seule application g. [] 


Lemme 1. Siune application x: X — X est un revétement (faible), 

pour toute application f: Y — X, le coamalgame 
;: Y'; > Ÿ 
sera un revêtement faible. 

Démonstration. L'application +; est surjective, puisque 
pour tout point y € Ÿ il existe un point rEX tel que au(x) = f(y). 
Soit U un sous-ensemble ouvert de l’espace X, revêtu sans pli par 
l'application x, et soit V = f-'(U/) l'image réciproque de U par f. 
I est clair que 


a(V)=Y, N(V X a-HU)). 
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Donc, si 
nU) = U Üe, 
Le à 


où U, sont des sous-ensembles ouverts disjoints de l'espace X, 
homéomorphes à U, alors 


aj'(V) — Ü Va: 


V,=r; NV X Üo). 


Les ensembles V, sont ouverts, disjoints et homéomorphes à Ÿ' par 
l'application x;. Donc, l’ensemble V est revêtu sans pli par l’appli- 
cation a. Pour achever la démonstration, il reste à remarquer que 
les ensembles V revétent Ÿ tout entier. [] 


Si donc nous voulons obtenir un revêtement, il nous suffit de 
passer de l'espace Y'; à l’une de ses composantes. Le lemme suivant 
nous montre qu'on obtient bien un revêtement: 


Lemme 2. Si l’espace X est connexe et localement connexe. alors 
pour tout revêtement faible x: X —+ X et toute composante X, de 
l’espace X, l'application 

Ao=1|+: Xo— À 
Ye 
est un revetement. 


Démonstration. Soit U un sous-ensemble ouvert connexe 
de l’espace X, revêtu sans pli par l'application x. Les composantes 


de l’ensemble x-'(U) qui coupent X, sont nécessairement siluées 


dans X, (en vertu de la connexité). Donc, si 1(X 0) NU Æ %, 
alors UC x (X,). Les ensembles U formant une base de l'espace X, 


ceci montre que l’ensemble 100 est ouvert et fermé. Donc, il 
revêt À tout entier, de sorte que l'application x, est surjective. 
Comme x;'(U) est la réunion des composantes de l’ensemble 1-1([") 


situées dans X:, l'application x, revêt sans pli l’ensemble U. Donc, 
x, est un revêtement. [] 


Voyons maintenant le problème de l'existence des relèvements 
(et des sections). Il nous faut commencer de loin. 


Il est clair que tout homéomorphisme x: X — X est un revête- 
ment. 


Définition 4. Un revêtement x: X — X est trivial s’il est un 
homéomorphisme de X sur X. 
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Proposition 4. Un revêtement x: À —+ X d'un espace localement 
connere (et connexe) X est trivial si et seulement s’il possède une section 
6: X —+ X au-dessus de l'espace X tout entier. 

Démonstration. Si le revêtement x est trivial, l'ho- 


méomorphisme réciproque À — X sera la section o (que X soit 
localement connexe ou non). 


Réciproquement, supposons que le revêtement x: X x possède 
une section o: X —+ X. En vertu de la proposition 2, cette section 


est un homéomorphisme de l'espace À sur un ouvert 6 (À) & X, 
admettant pour réciproque alox) : O(X) — X. Pour prouver la 


proposition 4, il suffit de montrer que o(X) = X. L'espace X étant 
connexe, et l’ensemble o(X) ouvert et non vide, ceci sera prouvé 


si l’on montre que l’ensemble © (X) est fermé dans X. 

Soit z un point quelconque de l’adhérence o(X) de l'ensemble 
O(X}, et soit Ü un voisinage du point x = (2) revêtu sans pli 
par l'application 1. Considérons un ensemble ouvert Ü contenant 
le point zet homéomorphe au voisinage U. Comme z € o(X), l'in- 


tersection Ü N o(X) n'est pas vide. Soit y eÜn o(X). L'’appli- 
cation Aloçx) : O(X) —> À étant un homéomorphisme, il existe dans 


G(X) un ensemble ouvert Ü' homéomorphe à U et contenant le 
point y. Comme U est parfaitement revêtu, les ensembles Ü et Ü' 
soit sont confondus, soit sont disjoints. Or, ils ont un point commun y. 
Donc Ü’ — Ü, et, par suite, z € Ü=Ù0'« G(X). Donc, l’ensemble 
O(XÀ) est fermé. [ 


Définition 5. Un espace connexe X est simplement connexe si 
n'importe lequel de ses revêtements est trivial. 

Le théorème suivant souligne l'importance des espaces simple- 
ment connexes pour le problème d'existence des relèvements. 


Théorème 1. Soit sn: (*, Zo) + (X , Zo) un revêtement pointé 
d'un espace séparé pointé (X, x.), et soit (Y, yo) un espace pointé 
connexe, localement et simplement connexe. Alors, pour toute appli- 


cation f: (Y, yo) + (X,20) il existe un relèvement unique Î: (Ÿ, Yo) — 
— (X , To). 

Démonstration. Par définition {y,, Te) € Yy. Soit (Yo 
la composante de l’espace Ÿ; qui contient le point (y, Ze). D'après 
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le lemme 2, l'application (xf)s = Al, © (Yo —+ Ÿ est un revê- 
tement. Donc, en vertu de la simple connexité de l’espace Y,, cette 
application est un homéomorphisme. Si (x,)': Y —(Y,), est 
l’'homéomorphisme réciproque, l'application 
f=ffo(nt:Y—X 
sera un relèvement de l'application f tel que fo) = To. L'unicité 
du relèvement f est affirmée par la proposition 3. 
Corollaire 1. Tout revêtement x: XX d'un espace séparé 


connexe et localement connexe X revêt sans pli chaque sous-ensemble 
ouvert simplement connexe LU’ X. 


Démonstration. Ilsuffit d'utiliser la proposition 1. (] 


Corollaire 2. Un espace X séparé connexe et localement connexe 
est simplement connexe s'il est la réunion de deux ouverts U et V connexes 
et simplement connexes dont l'intersection LU (| V est connexe. 


Démonstration. D'apres le corollaire 1, tout revêtement 


x: X — X revêt sans pli aussi bien U que V. Donc (cf. corollaire 1 
de la proposition 1), il revêt sans pli À = U {[J V'et, par suite, 
est trivial. ([] 


Définition 6. On appelle morphisme d'un revêtement x, : X, — X 


dans un revêtement x,: X, — X une application continue f: X, — 
— X, telle que l’on a le diagramme commutatif 


Il est évident que les revètements (d’un espace connexe X donné) 
et leurs morphismes forment une catégorie que l'on désignera par 
COV(X). 

On définit de façon analogue la catégorie des revêtements pointés 
COV(X, ro) dont les morphismes sont les morphismes de la caté- 
gorie COV(X) qui sont simultanément des applications d'espaces 
pointes. 

On désignera la catégorie COVI(X, r,) aussi par COV'(X). 


Il est clair qu’un morphisme f: X, — X. de la catégorie COV(X) 
(ou COV(X, x,)) est un isomorphisme (possède un morphisme récipro- 


que) si et seulement s'il est un homéomorphisme de l'espace X, sur 
l'espace X.. 
10—01642 
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Un revêtement an: Ÿ —+ X est trivial (au sens de la définition 4) 
si et seulement s’il est isomorphe dans la catégorie COV(X) au 
revêtement identique id: À — X. 

Lemme 3. Si un espace connexe X est localement connexe. tout 
morphisme f: X, + X + de la catégorie COV (X ) (ou de la catégcorie 
COVI(X, xo)) est un revêtement (de l'espace X.). 


Démonstration. Soit {l’,} une base de l’espace X 
formée d’ensembles ouverts connexes revêtus sans pli simultanément 


par des applications :, : X, — X et x: X, — À, et soient Cr 
les composantes de l’image réciproque 4"(U,) d'un ensemble U, 


par l'application ,;, Ü, les composantes de l’image réciproque 
a;'(U4) de l’ensemble U, par l'application x... Comme x, — 
= Jo, _ Chaque ensemble Ü a est homéomorphe par f à un en- 
semble US". Donc, si pour certains «& et y, l’ensemble Cas coupe 
le sous-espace Î (X), il y sera nécessairement contenu: Ce. (es 
 f (X,). Comme les ensembles HR + forment une base dans l'espace 
X:, ceci n'est possible que si le ous-espace f(X,) est ouvert et 
fermé. Donc, {(X) —= X,, et, par suite. l'application f est une 
surjection. 

On voit par ailleurs que l’image réciproque fUCE".,) de tout 
ensemble CE", par l’application f est la réunion de certains (en fait. 
de tous les) ensembles re, et. de plus, l'application ; f est un homéo- 


morphisme sur chacun d’eux. Donc. tout ensemble Ce v est revêtu 
sans pli par l’application f. Donc, / est un revétement. O 


Chaque morphisme f d’un revêtement :x,: X,— X dans un 
revêtement CE X,—+ X n’est autre qu'un relèvement de l’appli- 


cation &: X, — X par rapport à l'application n, : X. — X. Donc, 
d’après la proposition 3, si l'espace X est séparé, pour deux rerrte- 


ments pointés quelconques a : (X, 7) — (X, Zzo) et Fo: (X, a. T2) — 
— (X, xo), il existe dans la catégorie COV(X, xo) au plus un morphis- 
me du revêtement 7, dans le revêtement 33. 


En particulier, pour tout revêtement x: (X, To) — (X, zo) il 
n'existe qu' un seul morphisme identique 7% —+ 71. 

On écrira , > n, si le morphisme 1, — 1, existe. Il est évident 
que la relation ainsi ‘définie sur l’ensemble des revêtements pointés 
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de l’espace (X, x.) est réflexive et transitive. c'est-à-dire est une 
relation de préordre. 

On dira que des revêtements x, et x, sont équivalents si l’on 
a simultanément x, > x, et 1, > 7. Il est évident que Ia relation 
> induit une relation d'ordre sur les classes des revètements équiva- 
lents. Ceci étant, il est immédiat de voir que si l'espace X est séparé, 
les revêtements x, et x, sont équivalents si et seulement s'ils sont iso- 
morphes. En effet, les revêtements isomorphes sont visiblement 
équivalents. Réciproquement, si des revêtements 7, et =. sont 
équivalents, c'est-à-dire s'il existe des morphismes f: 1, — n. et 
£: F2 —+ 7%, alors, d’après l’unicité, les morphismes fog: 7: — ñ 
et gof: 4, — 1, serout des morphismes identiques 7, —ñ. et 
F1 —+ M, et, par suite, les morphismes f et g seront des isomorphis- 
mes réciproques l'un de l’autre. CO 


__ Donc, si l’espace X est séparé, la relation d'ordre > est déjiniesur 
les classes des objets isomorphes de la catégorie COV(X, x,) (quel que 
soit le point base z,). 


Définition 7. Un revêtement pointé 1, : (Lo Ze) — (À, x) d'un 
espace séparé pointé (X, x,) est dit: 


a) universel si 7, > x pour tout revêtement pointé x: (X, x) — 
> (X, To) ; . . 

b) maximal si rx >, si et seulement si a, > nr, c'est-à-dire 
si les revêtements x et 7, sont isomorphes; 


c) simplement connexe si l'espace X, l’est aussi. 

Il est évident que: 

a) deux revêtements universels quelconques sont équivalents et, par 
suile, isomorphes; 

b) tout revètement universel est maximal; 

c) si l'espace X est localement connexe, tout revêtement simplement 
connexe est universel. 

À noter que les réciproques sont généralement fausses : il existe 
des espaces X localement connexes ayant un revêtement maximal 
mais pas universel, ou encore universel mais pas simplement connexe. 
Il existe aussi des espaces dont les revêtements maximaux ne sont 
pas isomorphes.\ 

Il est évident toutefois que si l’espace À possède un revêtement 
universel 77,, tout revêtement maximal de X est isomorphe à :,, 
de sorte que dans ce cas les revêtements maximaux sont confondus 
avec les revêtements universels. 

En particulier, si un espace localement connexe X possède un 
revêtement simplement connexe x,, n'importe lequel de ses revête- 
ments maximaux est isomorphe à x,, de sorte que les revêtements 
de tels espaces sont tout à la fois simplement connexes, universels 
et maximaux. 


10* 
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Définition 8. On dit qu'un espace connexe X est semi-localement 
simplement connexe s’il possède un recouvrement ouvert composé 
d'ensembles simplement connexes. 


Théorème 2. Tout espace X séparé connexe localement connexe et 
semi-localement simplement connexe possède un revêtement simplement 
connexe. 


Corollaire 1. Les revêtements de tout espace séparé connexe locale- 
ment connexe et semi-localement simplement connexe sont à la fois 
simplement connexes, universels et maxzimaur. (] 


Pour prouver le théorème 2, nous aurons besoin d'une construc- 
tion généralisant celle du coamalgame d'un couple d'applications. 
Soit À un ensemble d'indices, et soit donnée pour tout & € À 


une application continue (provisoirement arbitraire) x,: À, — À. 


Les. 4 


Dans le produit [| j a des espaces X a Considérons le sous-espace X 
Le à 


des points (Ze), Za € X.. pour lesquels le point Ao(Te) € À est 
le même pour tous les &. Sous ces conditions la formule 


au 224) —= Ra(Za) 


définit une application continue 
ra: XX 


appelée coamalgame des applications ,. Si les espaces considérés 
sont pointés et les applications x,, des applications d'espaces 


pointés, alors en chosissant pour point base de l'espace X le point 


(zx). où zx’ sont les points bases des espaces X,, on trouve que 
l'application x est aussi une application d'espaces pointés. 
Supposons maintenant que l’espace X est connexe, localement 
connexe et séparé, et que toutes les applications x, sont des revête- 
ments (pointés). Dans ces conditions, d'après le corollaire 1 du 
théorème 1, tout sous-ensemble U ouvert et simplement connexe de 
l'espace X sera revêtu sans pli par chaque application x,.. Soient 


Cas, les composantes de l’ensemble x-!"(l°,), où B, parcourt un 


ensemble d'indices B, (dépendant de «). Par hypothèse, chaque 
application 


a Ë : Cap, + U 
œ 
va 


est un homéomorphisme, et les ensembles Û «8, Sont ouverts et 
disjoints. 
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Soit B = [| B, le produit des ensembles B,. Pour tout f = 


a 
= (B4) € B, posons 
Up = X N I] Us. B° 
Il est évident que les ensembles Üs & ÀX sont disjoints et leur som- 
me est l’image réciproque x7!(L') de l’ensemble U par l’applica- 
tion x: 


nl) = U Üs. 
BEB 


Il est tout aussi évident que la restriction x à tout ensemble L's 

est un homéomorphisme sur L’ (l’homéomorphisme réciproque sera 

l'application r— (o4,8,(r)), où Ooo.8,.: L'— Ua,s, est l'homéo- 

morphisme réciproque de Ta| Un. 8 ). On remarque, en particulier, 
‘ra 


que les ensembles U, sont connexes et, par conséquent, sont les 
composantes de l’ensemble 17!{(U). 
Néanmoins on ne peut affirmer que x revèt sans pli l'ensemble l”, 


puisque les ensembles VU, ne sont pas en général des sous-ensembles 
ouverts de l'espace X. 


Pour obvier à cet inconvénient, on munit À d'une topologie 
plus forte (qui possède un plus grand nombre d’ensembles ouverts). 
Pour définir une topologie sur un ensemble, il suffit manifestement 
de donner sa base; par ailleurs on sait (ce qui se démontre triviale- 
ment) qu'une famille d’ensembles est une base d’une topologie si 
et seulement si l’intersection V, f F. de deux ensembles quelcon- 
ques de cette famille est la réunion d’'ensembles de cette famille. 
Cette propriété caractéristique des bases est manifestement réalisée 
pour une famille d'ensembles qui sont les composantes d'ensembles 


ouverts d'un espace topologique X (si V, et V, sont les composantes 
d’ouverts U, et U., alors V, fN] V, est formée de composantes de 
l’ouvert ÜU, N U.). On peut donc prendre cette famille pour base 


d’une topologie sur X. L'espace X muni de cette topologie sera 
désigné par X', et l'application x, traitée comme une application 
X' + X, par x’. L'application x’ est continue, puisque les ensem- 
bles ouverts dans Ÿ le sont visiblement dans X’. 

Les ensembles Ü, étant les composantes de l'ensemble ouvert 


x-{U), ils sont ouverts dans XŸ’. Mais nous ne pouvons affirmer 
que l’application x° revêt sans pli l’ensemble X. puisqu'il n'est 


pas exclu qu'en passant de X à X’ l'application x cesse d’être un 
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homéomorphisme sur Ü 8. En fait, l'application x° reste un homéo- 
morphisme sur Ü 8. En d'autres termes, la topologie induite sur 


Ü; par la topologie de l’espace X” (qui sera appelée topologie II) 
est confondue avec la topologie initiale induite par la topologie de 


l'espace X (qui sera appelée topologie I). En effet, pour la topo- 


logie I. l'ensemble U$, étant homéomorphe à un ensemble ouvert 
U de l’espace localement connexe X, est lui-même localement con- 
nexe, c'est-à-dire possède une base formée d’ensembles connexes. 


D'autre part, pour la topologie I1, tout ensemble ouvert dans Ü 8 
est de la forme C N Ü, où C est la composante d'un ouvert V de 


X. Soit z un point de Cf] Ü &. L'intersection V f Û ; est un voi- 
sinage de ce point pour la topologie I, donc elle contient un voi- 


sinage M” connexe (donc contenu dans C) du point z. Par suite, 
tout point z ec" Ûs possède un voisinage W contenu dans C f| Üs 


pour la topologie I. Cela signifie que l’ensemble C f Û 8 est ouvert 
pour la topologie I. Donc, les topologies I et II sont confondues. 

Ceci prouve que l'application x’: XŸ’ —> X revêt sans pli tout 
sous-ensemble ouvert simplement connexe U & X. Donc, si l’espace 
X est semi-localement simplement connexe, chacun de ses points 
possède un voisinage revêtu sans pli par l'application =’. Donc, 
cette application est un revêtement faible, et, par suite, pour toute 
composante X, de l’espace X°, l'application 


a=1l.: À A 
X? 
0 
sera un revêtement. Lorsqu'on considère des revètements pointes, 


l'arbitraire introduit par le choix de la composante X disparaît, 
puisque pour une telle composante il faut visiblement prendre une 


composante contenant le point base x = (re) € X. 

Donc, si l’espace X est connexe, localement connexe et semi- 
localement simplement connexe, le procédé exposé permet de cons- 
truire à l’aide d’une famille quelconque de revêtements pointés 


Ha : (X,. a) (X, z,) un seul revêtement pointé 
a: (À Z) + (X, To). 


Par abus de langage, ce revêtement sera appelé coamalgame des 
revétements 7. 


Il est évident que l'application f,: XX. définie par la 
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formule 

fa (Æa)) = Ta» 
est continue et vérifie la relation n, = 1, cf., c'est-à-dire est un 
morphisme du revêtement 4, dans le revétement x,. Donc, si le 


revétement 7, est coamalgame des revêtements n,, alors a, > nc 
pour tout « € À. 


Par conséquent, si les revêtements x,: À, — À forment une 
famille complète de revétements pointés, c'est-à-dire si tout revête- 


ment pointé x: X — X de l’espace X est isomorphe à un revête- 
ment :., (l'existence de cette famille est évidente: il suffit de 
choisir un représentant de chaque classe de revêtements isomorphes 
de l'espace X). alors le revêtement n,: X;, — X est universel. Ceci 
prouve que tout espace X connexe localement connexe et semi-localement 


simplement connexe admet un revêtement universel x,: X, — À. 

On prouvera le théorème 2 lorsqu'on aura montré que ce revête- 
ment est simplement connexe pour l'espace séparé À. A cet effet 
on aura besoin du lemme suivant: 


Lemme 4. Si un espace X connexe localement connexe et semi- 
localement simplement connexe est séparé, le composé 


Top: XX 


de deux revêtements quelconques x: XX et p : X 1 — X est aussi 
un revelement. 


Démonstration. Par hypothèse, l'espace X possède un 
recouvrement formé d'ensembles ouverts simplement connexes L’. 
D'apres le corollaire 1 du théorème 1. les ensembles U sont revétus 


sans pli par l'application x, et, par suite, les composantes Ü de 
leurs images réciproques x7!(l) sont des ensembles ouverts homéo- 


morphes aux ensembles U. Donc, l'espace X est semi-localement 
simplement connexe. D'autre part, il est connexe par hypothèse, 
et localement connexe et séparé d'après les remarques de cette leçon 


in limine. Donc, les ensembles U sont encore justiciables du corol- 
laire 1 du théorème 1, et, par suite, chacun d'eux est revêtu sans 
pli par l'application p. Mais il est évident alors que l'application 
xp revétira sans pli tous les ensembles U, donc sera un revêtement 
de l'espace À. ] 

Nous sommes maintenant en mesure d'achever la démonstration 
du théorème 2. 


Lemme 5. Si un revêtement universel 


’, ve 
A, : XX 
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d'un espace X séparé connexe localement connexe et semi-localement 
simplement connexe est coamalgame d’une famille complète de revête- 


ments nr: XX, il est simplement connexe. 


Démonstration. Soit p: *, — X: un revêtement pointé 


de l’espace X:. D'après le lemme 4. le composé x,°p: X, —Xx 
est un revêtement, et, par suite, (puisque la famille {n,} est com- 


plète) est isomorphe à un revêtement :, : Xe. — X. Soit f: x. — 


— X, l'isomorphisme correspondant. L'application pof: X,. — X, 
sera alors un morphisme du revêtement x,, dans le revêtement x, 
et l'on aura x,, > 7. 

Les revêtements x; et n,, étant universels, on a 3% > Tx,, Ce 
qui prouve qu'ils sont équivalents et, par suite, isomorphes. Si 


maintenant g: X,— X., est un isomorphisme du revêtement x, 


sur le revêtement :,,, l'application o — fog: X; — X, est de toute 
évidence une section du revêtement 0. 
Donc, le revêtement p est trivial d’après la proposition 6. 


Par conséquent, tout revêtement de l’espace X, est trivial, c’est- 
a-dire que cet espace est simplement connexe. [] 


La démonstration du théorème 2 peut prèter à équivoque à cause 
de la notion de famille complète de revêtements dans la définition 
de laquelle figurent « tous » les revêtements, ce qui, on le sait, peut 
conduire à des paradoxes (soit dit en passant. ceci vaut aussi pour 
la notion d'espace simplement connexe dans la définition duquel 
participent « tous » ses revètements, mais pour ne pas interrompre 
l'exposé nous avons jugé préférable de ne pas nous arrêter sur cette 
question). 

En théorie « naïve » des ensembles. on admet généralement qu’au- 
cun paradoxe n apparaît si l’on opère seulement avec les sous-ensem- 
bles d’un ensemble fixé et avec leurs ensembles quotients. Sans perdre 
ceci de vue (et en admettant que l’espace pointé donne (X. x,) est 
fixe), considérons l’ensemble © de toutes les suites finies de la forme 


(3) (Zi U;, ee) Tni U;), 


OÙ ZT, . . ., Zn Sont des points de l’espace X, et U,, ..., U, des 
ouverts de cet espace tels que pour tout à = 1, ..., n, les points 
z;i_, et x; appartiennent à l'ensemble L’;. Dans cet ensemble nous 
considérons les sous-ensembles ©” ayant chacun les propriétés sui- 
vantes : 

1) dans l’espace X il existe un voisinage simplement connexe 
U du point x,, tel que (x,, L') € SZ’: 
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2) il existe un ensemble quotient X = Z’/q de Z”, une topologie 


sur cet ensemble quotient et une application continue x: X—x 
tels que 


a) x est un revetement ; 
b) tous les points de ©” de la forme (7,. U'}, où L' est un voisinage 
simplement connexe du point x, dans À, définissent un même point 


To de l’ensemble quotient X et ce point est envoyé dans le point x, 
par l’application x (de sorte que x: (X. To) — (À, ro)). 

Soient 44 : (À &: z.) — (X, x,) les revêtements pointés de la forme 
Z';œ — X obtenus pour tous les choix possibles du sous-ensemble 


Z”, de la relation d'équivalence œ@ sur Z”, de la topologie sur Z’/ 
et de l'application :. 


Lemme 6. La famille des revêtements pointés n,: X, — X est 
complète. 


Démonstration. Soit x: X — X un revélement pointe 
de l’espace X, et soit ©” le sous-ensemble de Z des suites (3) pour 
lesquelles les ensembles L”,, ..., L’, sont revèêtus sans pli par l'ap- 
plication x. Considérons une suite quelconque (3) de ©’. Associons 


au point x, le point base zx, de l'espace X. Par hypothèse. AT.) = 
= Z,. Procédons par récurrence. Supposons que pour un i = 1, ... 


..., R on ait déjà construit un point Zi. . € À tel que (x; 1) = 
= Z;j_1. L'ensemble l’; étant revêtu sans pli par l'application x et 


Zi-1 € Ci, il existe dans l'espace X un seul ouvert U, contenant le 
point Ti et homéomorphe à L’;_,. Comme zx; € l’;, il existe dans 
l'ensemble Ê, un seul point Z; tel que a (x) — x;. Nous avons ainsi 
construit par récurrence tous les points Zi, i — 1, ...,n, et, en 
particulier, le point Zn 


A noter que le point z, est défini de façon unique par la suite 
(3). Donc, la formule 


qrss Une. ane Un) = 2 


définit de façon unique une application de l’ensemble Z° dans l’es- 
pace X. Si cette application est surjective, l’ensemble quotient 
£’;œ est en correspondance biunivoque avec l'espace X. Transportons 


au moyen de cette correspondance la topologie de l’espace X et l’ap- 
plication x sur l’ensemble quotient Z’/e. Il est évident que toutes 
les conditions posées ci-dessus seront réalisées, de sorte qu’on obtient 
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un revêtement de la famille {x,}. Ce revêtement étant par construc- 
tion isomorphe au revêtement x, on voit que pour achever la démons- 
tration du lemme 6, il reste seulement à prouver que l'application 


p: Z— X est surjective. 

Considérons à cet effet l'image œ(Z") de l’ensemble Z° par l'ap- 
plication œ. Si la suite (3) appartient à Z”, en y remplaçant le point 
TZ, par un point quelconque de l’ensemble U,, on obtient encore une 
suite de Z’. Ceci montre que l'ensemble œ(Z") contient le point 


Z, avec son voisinage Ü, (cf. plus haut). Donc, l’ensemble q(Z”) 
est ouvert. 


Soit maintenant x un point arbitraire de l’adhérence œ(2’) de 
l'ensemble q(Z’}), et soient U un voisinage du point x = x (x), 
revêtu sans pli par l'application x, U un voisinage du point z, 
homéomorphe à U. Comme x E p(Z'), il vient (2)n Ü Æ ©. 


Ceci signifie que dans Z” il existe une suite (3) telle que x, € Û, et, 
par suite. x, € U. Donc, la suite 


(T1, U, 1 Th: U,, T, U) 


appartiendra à Z” et son image par l'application q sera le point x. 


Donc, rEq(Z’) et, par suite, l’ensemble q(Z") est fermé. 
Etant un sous-ensemble ouvert et fermé (et non vide) de l’espace 


connexe X, l’ensemble q(Z"}) est confondu avec X tout entier, donc 
l'application œ est surjective. 
Ce qui achève la démonstration du lemme 6. O 


Nous avons par la même occasion entièrement justifié (dans le 
cadre de la théorie naïve des ensembles) notre construction d'un re- 
vêtement universel simplement connexe d’après le principe général 
indiqué ci-dessus. Que la famille complète construite contienne des 
revètements en plusieurs exemplaires (des revêtements isomorphes) 
ne nuit pas à la cause, car en prouvant le théorème 2 nous n'avons 
pas exivge que les revêtements figurent en un seul exemplaire. Du 
reste. on peut aisément éliminer les répétitions des revêtements grâce 
a l’axiome du choix mais ceci ne fera qu'introduire un arbitraire 
incontrôlable. 


Etudions en conclusion la fonctorialité d’un revêtement univer- 
sel. 
Pour toute catégorie C est définie la catégorie AR-C dont les 


objets sont les morphismes x: X — X de la catégorie C, et les mor- 
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phismes, les diagrammes commutatifs de la forme 


Là 
f h 


X Y 
(4) z P 
X————— Y 


£ 


où f et f sont les morphismes de la catégorie C. Un morphisme (4) 
est note ordinairement (f, f): c’est un morphisme d'un objet x: 


À — X dans un objet p: } — Y. Le composé de ces morphismes se 
définit de manière évidente. 

En particulier, pour C = TOP et C — TOP’, on obtient les 
catégories AR-TOP et AR-TOP’. On désignera respectivement par 
COV et COV" les sous-catégories complètes de ces catégories, dont 
les objets sont des revêtements et on les appellera catégories de revête- 
ments. Les morphismes de ces catégories sont des carrés de la forme 


(4), dans lesquels x et p sont des revêtements, et f et f, des applica- 
tions continues. 

Les morphismes de la définition 6 que nous appellerons doreé- 
navant morphismes au-dessus de X sont un cas particulier des morphis- 


mes (f. f) obtenus pour f = id. Cela signifie que pour tout espace 
(pointé) X. la catégorie COV(X) (resp. COV”'(X)) est une sous-catégorie 
de la catégorie COV (resp. COV'). 


En associant à chaque revêtement (pointé) x: X — X l'espace 


X et à chaque morphisme (f, f) une application f, on obtient de toute 
évidence un foncteur COV —+ TOP (un foncteur COV' —+ TOP’). 
Pour tout espace (pointé) X, la catégorie COV(X) (la catégorie 
COV‘(X)) est visiblement l’image réciproque de la catégorie triviale 
(X, id +) par ce foncteur. 

Soit H-TOP*’ une sous-catégorie complète de TOP’, formée des 
espaces séparés connexes localement connexes et semi-localement 
simplement connexes, et soit H-COV”® son image réciproque par le 
foncteur COV* —> TOP‘. En d'autres termes, H-COV” est la sous- 
catégorie complète de la catégorie COV”*, composée des revêtements 
au-dessus d’un espace de H-TOP. 


Théorème 3. /l existe un foncteur 
(5) H-TOP*° —+ H-CO\*, 


associant à tout espace pointé (X, x) de la catégorie H-TOP* un re- 
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vêtement pointé universel simplement connexe 
(6) ax: (À, Zo) + (À, Zo)- 
Ce foncteur est unique à un isomorphisme près. 


Démonstration. Définissons le foncteur (5) sur des 
objets en choisissant arbitrairement un revêtement (6) pour chaque 
espace (X, x,). Soit f: (X, zo) —> (Y°, yo) une application pointée. 


L'espace X étant simplement connexe, le théorème 1 nous dit qu'il 


existe une seule application f: (X : Lo) — (Ÿ, Yo) qui est un relève- 
ment de l'application x + cf relativement au revétement x, et qui 


forme avec f le morphisme G; f) du revétement + dans le revète- 
ment x,. En associant à l’application f le morphisme (f, f), on ob- 
tient (en vertu de l'unicité de l'application Î) le foncteur cherche 


(5). 

En choisissant un autre revêtement (6), on obtient un foncteur 
isomorphe (le fait que l’isomorphisme sera fonctoriel résulte encore 
de l’unicité). 

Remarque 1. La construction du foncteur (5) donne lieu à un 
arbitraire assez désagréable. Bien que cet arbitraire ne change rien 
au fond du problème en conduisant à des foncteurs canoniquement 
isomorphes, on peut s'en débarrasser au besoin en prenant pour (6) 
le coamalgame de la famille complète des revêtements du lemme 6. 
(À noter que la construction correspondante définit non seulement 


un seul espace X, mais aussi un seul point base x,.) 


LEÇON 9 


Revêtements différentiables. — Isomorphisme des catégories 
des revêtements différentiables et topologiques. — Existence 
de revêtements  différentiables universels. — Revêtements 
de groupes différentiables et topologiques.— Revêtements uni- 
versels de groupes de Lie.— Lemmes relatifs aux groupes to- 
pologiques.— Isomorphismes locaux et revêtements. — Des- 
cription de groupes de Lie localement isomorphes. 


Appliquons les résultats de la leçon précédente aux variétes diffe- 
rentiables et aux groupes de Lie. Etant donnée une variété diffe- 
rentiable (connexe) {, on appellera revétements topologiques ses re- 


vêtements Y —+ M au sens de la définition 1 de la leçon 8, c’est-à-dire 
ses revêtements pour sa structure d’espace topologique, et on dé- 
signera par COV,,p(M) la catégorie de ces revêtements. 


Définition 1. On dit qu'un revêtement x: M —+ M, où M et A 
sont des variétés différentiables connexes, est différentiable s’il est 


une application différentiable de W sur M et si pour tout ouvert 
connexe UC M revêtu sans pli par l'application x, la restriction de 


l'application x à chaque composante U de l'ensemble n-'(Ü) est 


un difféomorphisme LU —+ L’. 

La dernière condition signifie, en particulier, que tout revête- 
ment différentiable est étale (est un difféomorphisme local). 

Le revètement trivial R —æR, zx —2* est un exemple de 
revêtement non différentiable qui est une application différen- 
tiable. 

On désignera par COV-DIFF la catégorie dont les objets sont les 
revêtements différentiables des variétés différentiables, et les mor- 


phismes, leurs morphismes (f, f) en tant que revêtements topologiques, 
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où f et f sont les applications différentiables, et par COV(AÏ), la 
sous-catégorie de COV-DIFF formée par les revêtements de 4 et 
leurs morphismes au-dessus de A17Z. Par COV:‘-DIFF et COV‘(W) 
on désignera les variantes pointées de ces catégories. 


L'annihilation de la structure différentiable définit pour toute 
variété différentiable 17 un foncteur 


(1) COV(AN) —+ COV p.11). 
Proposition 1. Le joncteur (1) est un isomorphisme de catégories, 
c’est-à-dire est une application bijective sur les objets et les morphismes. 
Démonstration. La bijectivité du foncteur (1) sur les 
objets signifie que pour tout revêtement topologique 74: M — 1, 


il existe sur / une seule structure différentiable pour laquelle x est 
un revêtement différentiable. Pour le prouver considérons une carte 
(U, h) de M pour laquelle U est connexe et revêtu sans pli par l’ap- 


plication x. Soit Ü une composante arbitraire de l’ ensemble nU(U). 

et soith — ho °(T |) Il est évident que le couple (Ü. h) est une carte 
de f. Si (Ÿ, k) est une telle carte, alors (L, h) et (P, k) sont compa- 
tibles, puisque ho ok1— hok-1sur l' ensemble HÜN V) = h(U NY). 

Ceci _montre que les cartes de la forme (Ü, h) constituent un atlas 
de A. L'application x sera visiblement un revêtement différentiable 
pour la structure différentiable correspondante sur 11. L'unicité 


de cette structure résulte directement du fait que les couples (UV, h) 
sont des cartes différentiables pour toute structure différentiable 


sur M pour laquelle x est un revêtement différentiable. 
La bijectivité du foncteur (1) sur les _morphismes signifie dé- 


sormais que chaque morphisme f: AYARES —+ M des revêtements diffé- 


rentiables :,: Al, —+ Met n: MM traités comme des revête- 
ments topologiques est une application différentiable. Or, ceci est 
évident d’après ce qui a été dit plus haut. En effet, l'application 


Î étant un revêtement (lemme 3 de la leçon précédente), il existe 
un atlas de M formé de cartes (U, h) revêtues sans pli par. l'appli- 


cation x, telles que toutes les cartes correspondantes (Ü, À) de M 
sont revêtues _sans pli par l’application Î. Ceci signifie que pour 
toute carte (U, h), il existe une carte (Ü,. h) de M, revêtant la 
carte (U, h) et telle que f est un homéomorphisme de U, sur Ü. 
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Mais alors h. = À of, et, par suite, l'application f est définie sur ces 
cartes par l'application identique (donc différentiable). Par con- 


séquent, l’application 7 est différentiable. © 
Remarque 1. Le foncteur d’annihilation 
COV-DIFF —+ COV 


n'est pas un isomorphisme de catégories. Sur les objets ce 
foncteur ne sera ni surjectif (en raison de l'existence d'espaces to- 
pologiques non localement euclidiens), ni injectif (en raison de la 
possibilité de munir un même espace topologique de structures 
différentiables différentes). et son image ne sera pas une sous-caté- 
gorie complète de la catégorie COV. On peut tout au plus affirmer 
(à titre de généralisation directe de la partie de la proposition 1 


relative aux morphismes) que si pour un morphisme (, j) d'un revt- 
tement différentiable x, : A, —+ M, dans un revêtement dijférentiable 
a: M — M l'application f est différentiable, il en est de même de l'ap- 


plication f. En effet, (cf. démonstration de la proposition 1), pour 
deux cartes quelconques (U,. hk,) et (l. h) des variétés M, et M, 


l'application f est définie sur les cartes (C., h.) et (U, k) revêtant 
respectivement (U,, L,) et (L', h) par les mêmes fonctions (donc 
différentiables) que l'application { sur les cartes (U,, hk,) et (TL, h) 


(on admet bien sûr que f(D,)= Ü, et, par suite, /(U,)e l”). O 


Etant un espace topologique localement euclidien, toute variété 
différentiable est localement connexe. Il s'avère qu’elle est en plus 
semi-localement simplement connexe et même localement simplement 
connexe, c'est-à-dire possède une base formée d’ensembles ouverts 
simplement connexes. Ceci résulte immédiatement du lemme sui- 
vant : 


Lemme 1. Le cube unité Q de l'espace R* (qu'il soit ouvert ou 
fermé) est un espace simplement connexe. 


Prouvons tout d’abord le lemme suivant : 


Lemme 2. Si des espaces X et Y simplement connexes (et con- 
nezxes) sont séparés et localement connexes, leur produit X X Y est aussi 
simplement connexe. 


Démonstration. Soit x: Z—+X xX Ÿ un revêtement 
de l'espace À X Ÿ. Il nous faut prouver que ce revêtement est 
trivial, c'est-à-dire (cf. proposition 4 de la leçon 8) qu'il possède 


une section oc: X X Y —+ Z. 
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Choisissons (et figeons) des points zo € X, y E Y et 20 € 
€ 27" (Zo; Yo). D'après le théorème 1, il existe une seule application 


T: (Y, Yo) + (Z, 24) 


telle que (xct) (y) = (xs y) pour tout point y E Y (cette applica- 
tion n'est autre que le relèvement de l'application y — (x,, y) de 
l'espace pointé connexe localement connexe et simplement connexe 
{Y", Yo) dans l'espace pointé séparé (X X YŸ, (to, Yo))). De façon ana- 
logue, pour tout point y € Ÿ, il existe une seule application 


Oy: (X, Lo) > Z, T (y)), 
telle que 
(x°0,) (x) = (x, y) 
pour tout point x E X. Mais alors l'application 


oc: XX Y +2, 
définie par la formule 
cu =cy4), GWEXXxY 


satisfera de toute évidence à la relation x°0 — id. Donc. pour ache- 
ver la démonstration, il nous reste à prouver seulement que l'ap- 
plication © est continue. 

Pour cela, il suffit seulement de montrer que l’image À = 
= O(X X }) de l'espace X X ŸY par l'application © est un 


sous-ensemble ouvert de l’espace Z. En effet, tout point z € À aura 
alors un voisinage W entièrement contenu dans À, et l’image xr(Wÿ) 
de ce voisinage W par l'application x sera un voisinage du point 
x(z) appliqué sur W au moyen de c. 

Chosissons un point arbitraire y, E Ÿ et considérons le sous- 
ensemble o©,,(X) de l’ensemble Z (sous-ensemble qui, on le sait, 
est homéomorphe à l'espace X). Soit B l’ensemble de tous les points 
intérieurs de À contenus dans 6, (À). Il nous faut prouver que 


B — Sy (À). L'ensemble B étant ouvert dans 6, (X), il nous suf- 
fit de montrer qu'il n'est pas vide et qu'il est fermé dans y (À). 

Soit 2 € o,y(À), et soit z(2,) = (z,, y,). Dans ZX et Y, il existe 
des voisinages connexes Let V de zx, et y, tels que U X V est revêtu 
sans pli par l'application x. Soit W la composante du point :, dans 
x"{(U x V). Il est évident que 


W= VU Ü (y, 
vEY 


où Üy=Ww" n7!{(U x {y}), et de plus chaque ensemble U(y) 
soit ne coupe pas À, soit y est entièrement contenu. 
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Si x, = Zo, les ensembles Ü(y) ne sont autres que les intersec- 
tions de W° et des ensembles 6, (X): 


(y) = W Noy(X). 
Donc, dans ce cas Üty)= A et, par suite, WC 4. Comme W est 


ouvert dans Z, cela signifie que le point 2 tel que x, = zo. appar- 
tient à B. Par conséquent, l’ensemble B n'est pas vide. 


Supposons maintenant que le point 2 appartient à l’adhérence 
B de B. Alors, l'ensemble C (y1) (qui est un voisinage du point ä 
dans Oy(À)) coupe PB. Soit 2 eBnè (y,), et soit (22) = (22, 


y:). Le point 2 étant un point intérieur de l’ensemble À, il 
existe dans l’espace Y un voisinage F” du point y, tel que FE Vet 
MW Na-l{{z,} X V')e À. Cela signifie que pour tout point y € F”. 
l’ensemble Ü(y) coupe À. On a alors nécessairement Ü(y) € À. 
Donc l’ensemble 


W'= LU C(y) 


uE TV’ 
est contenu dans À. L'ensemble W” est visiblement ouvert dans 


Z' et contient le point z,. Donc. z, € B et l'ensemble B est fermé. { 
Nous pouvons maintenant prouver le lemme 1. 


Démonstration du lemme 1. D'après le lemme 2, 
il suffit de traiter le cas où le cube Q est de dimension un, c’est-à-dire 
est un intervalle de R. Supposons d’abord que cet intervalle est 


fermé. Alors. pour tout revêtement x: Q@ — Q il existe un recouvre- 
ment fini de Q dont les éléments sont des intervalles Z,, ..., 7, 
ouverts (dans @Q) revètus sans pli par x. Il est clair que ces intervalles 
peuvent ètre numérotés successivement, c’est-à-dire de telle sorte 
que pour tout À = 1, ..., n, la réunion J', des intervalles Z,, ... 
. .., Zn Soit connexe, et, par suite, soit aussi un intervalle. Les 
intersections J, fN\1:+, seront alors connexes, et, par suite, en 
appliquant #7 — 1 fois le corollaire 1 de la proposition 1 de la leçon 
précédente, on trouve que l'intervalle J, — @ est revêtu sans pli 
par l'application x. Donc, le revétement x est trivial. et, par suite, 
Q est simplement connexe. 

L'intervalle ouvert Q est la réunion d’une suite croissante d'in- 
tervalles fermés au-dessus de chacun desquels le revêtement x est 
trivial, c’est-à-dire est un homéomorphisme. Donc, x sera un homéo- 
morphisme au-dessus de Q tout entier. Par conséquent, l'intervalle 
ouvert Q@ est aussi simplement connexe. [] 


Corollaire. La sphère S" est simplement connere pour n > 2. 
11—016:2 
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Démonstration. Soient p et qg deux points diamétrale- 
ment opposés de S", et soient U = S"XK{p} et V = S"\{g}. 
Les ensembles ouverts Let V sont homéomorphes à un cube ouvert 
à n dimensions, et donc, sont simplement connexes. Leur inter- 
section L NF = S'X({p} U {q}) est homéomorphe au produit 
S'-1 X ]0, 1 [ de l'équateur S"-! de la sphère S" par l'intervalle 
ouvert ]O. { [ et. parsuite, est connexe (pour ñ — 1> 1). Donc. la 
sphère S* — [’ [J V est simplement connexe d'après le corollaire 
2 du théorème 1 de la leçon 8. CO 

Soit H-DIFF la catégorie des variétés séparées différentiables 
pointées. D'après ce qui a été prouvé, le foncteur d'annihilation 
de la structure différentiable envoie cette catégorie dans la caté- 
gorie H-TOP*’. En combinant ce foncteur à celui du théorème 3 de 
la leçon précédente. on associe à toute variété 1Z un revêtement sim- 


plement connexe M — A. D'après la proposition 1. ce revètement 
est muni d'une seule structure de revêtement différentiable. Il 
est évident que l’on obtient un foncteur de la catégorie H-DIFF” 
dans la catégorie HI-COV’ des revètements pointés au-dessus des 
variélés séparées. 

Enonçons ce fait sous la forme du théorème suivant: 

Théorème 1. /l existe un foncteur 

H-DIFF* — H-COV, 


associant à toute variété séparée pointée M un revstement pointé uni- 
versel simplement connexe de M 

FLAT: : M — AT. 
Ce foncteur est unique à un isomorphisme près. Q 


Passons maintenant aux groupes de Lie. La notion de revète- 
ment pour les groupes de Lie s’introduit par la définition suivante : 


Définition 2. Soient G et G des æroupes de Lie connexes. On 


dit qu’un revêtement différentiable x: G — G est un revétement de 


groupe s’il est un homomorphisme de groupes. 
On introduit de façon analogue la notion de revêtement de grou- 


pe pour le cas où G et G sont des eroupes topoloziques connexes. 

On appelle morphismes de revêtements de groupe les morphis- 
mes (f. f) de ces revêtements traités comme des revêtements diffé- 
rentiables (ou topologiques), pour lesquels les applications Î et f 
sont des homomorphismes. 


Etant donné que dans chaque groupe le point base l'est de façon 
naturelle — c’est l’unité de ce groupe — et que tout homomorphis- 
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me envoie l'unité dans l'unité, tous les revêtements de groupe et 
tous leurs morphismes sont automatiquement pointes. 
Les revêtements de groupe des groupes de Lie (ou des groupes 
topologiques) et leurs morphismes forment la catégorie COV-GR. 
Tout groupe de Lie G définit une sous-catégorie de la catégorie 
COV-GR dont les objets sont les revètements de groupe du groupe 


G et les morphismes, les morphismes de COV-GR de la forme (f, id). 
Sans crainte d’ambiguïté nous désignerons cette sous-catégorie par 
COV(G) (et la catégorie des revêtements du groupe G traité comme 
une variélé séparée pointée. par COV yrr(G)). 

Il s'avère qu'à l'instar du foncteur (1) le foncteur d'annihilation 


(2) GOV (G) — GOVars (G) 


est un isomorphisme de catégories. 
Nous ne prouverons cette proposition que partiellement. 


Pour tout revêtement de groupe x: G — G les applications 


h : GxG—+G, (TZ, Yr> Ty, 
(3) 
v:G—G, zx”! 
sont des relèvements (par rapport à x) des applications 
GX G—+G, (x, y) az, 
v:G—+G. z — (nr). 


Ces relèvements étant caractérisés de façon unique (proposition 3 
de la lecon précédente) par les conditions 


où €.est l'unité du groupe G, le foncteur (2) est une application in- 
jective sur les objets. 


Pour montrer qu'il est bijectif, il faut pour tout revêtement poin- 
té a: (G, e) —+ (Gurr, €). où Guyrr est le groupe G traité comme une 


variété différentiable, et e son unite, montrer que la variété G peut 
étre munie d'une structure de groupe de Lie pour laquelle x sera un 
revêtement de groupe. Ïl est clair que pour cela il faut considérer 
des applications pu et v (dont la construction n'implique pas que 


G soit un groupe) et leurs relèvements u et. v qui vérifient les rela- 
tions (4). Supposons que les relèvements u et v existent. 

Les applications u = A op et v = x0 v étant différentiables et 
a étant un difféomorphisme local, les applications LL et v sont aussi 


31" 
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différentiables. Par ailleurs, il est évident que l'application x est 
un homomorphisme relativement aux opérations 


D Ph Pa 


ay =nG y et 7127 (6). 
Donc, l’application x sera un revêtement de groupe lorsqu'on aura 
prouvé que ces opérations satisfont les axiomes de groupe. 
Comme (x o p)(z, e) = (x) et (x u)(e, 7) = (x), les applica- 
tions Z er (e, 2) et T'— " (z, €) sont des relèvements de l’application 
x: G—+G, ayant la propriété suivante: e-+e. Cette propriété est 


également caractéristique de l'application identique id: G—+G 
(qui est aussi un relèvement de l'application x). Donc, en vertu 
de l'unicité des relèvements (proposition 3 de la leçon 8), on a les 


égalités u (z, e) = u (e, x) = x, c'est-à-dire les égalités ze — er = 7 
qui expriment que le point e est l'unité de la multiplication pu. 

De façon analogue, les applications (z, ÿ, 2) —> (xy)z et (z, Y, 2) —+> 
ZT (yz) sont des relèvements de la même application (z. y. 2) 
> Te NY TZ, le point (e, e, €) étant envoyé dans le même point e 
par ces deux applications. Donc, (zy) z = x (y2) pour tous élé- 
ments z, y, 2€ G, de sorte que 12 multiplication u est associative. 

Enfin, l'application z+21-! est une application continue de 
l'espace connexe G dans l'espace discret 1-!(e) envoyant e dans ê. 
Donc, rr-! — e pour tout z EG. 

Par conséquent, G est un groupe. [] 


Ainsi, la surjectivité du foncteur (2) sur les objets est subordon- 
née à l'existence des relèvements (3). Nous ne prouverons pas leur 


existence en général, mais seulement dans le cas où la variété G 
est simplement connexe. 


Dans ce cas, l'existence des relèvements " et v est affirmée par 
le théorème 4 de la leçon précédente, puisque d’après le lemme 2, 


le produit G X G de la variété simplement connexe G par elle- 
même est également simplement connexe. 
Nous avons ainsi prouvé la proposition suivante : 


Proposition 2. Soit G un groupe de Lie, et soit x: G—+G un 
revêtement différentiable simplement connexe de G traité comme une 
variété pointée différentiable. Sous ces conditions, on peut munir la 


variété différentiable G d'une seule multiplication qui fait d'elle un 
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groupe de Lie, et de l'application x, un homomorphisme (donc, un 
revêtement de groupe). [2 


Affirmer que le foncteur (2) est bijectif sur les morphismes re- 
vient à affirmer que pour tout couple x: G — G et 1; : G, — G de 


revêtements de groupe, tout morphisme 1: GG, de ces revête- 
ments traités comme des revêtements différentiables est un homo- 


morphisme G —+ G.. Nous établirons un résultat plus général relatif 
aux revêtements x: G— G et p : H — H de deux groupes de Lie 


G et H généralement distincts et à un morphisme (, ) de la categorie 
COV‘-DIFF du revêtement x dans le revêtement p: 


T 
ns a € 
| 
pp ”"H 
Si f est un homomorphisme de groupes, ilen est de même de j, En effet, 
les applications G x G — À définies par les formules (z, y) —+ 


Où 


À 
A ——————— 


oh 


— f(x) (y) et (z. y) + f(xy), sont toutes deux des relèvements 
d’une même application 


(x, y) f(x) f(y) = f(zv), où x = nfz), y = 1) 


et, par suite, sont confondues. [] 
I1 s'ensuit de là que le théorème 1 est valable pour les groupes de 
Lie : 


Théorème 2. /1 existe un foncteur GR-DIFF — GR-DIFF as- 
sociant à tout groupe de Lie connexe G un revêtement de groupe sim- 
plement connexe de G 


rc : G—G. 
Ce joncteur est unique à un isomorphisme près. 


Le noyau Ker x, du revêtement n,: G — G est défini de façon 
unique (à un isomorphisme près) par le groupe de Lie G. Ce noyau 
s'appelle groupe fondamental (ou groupe de Poincaré) du groupe G et 
se note x,G (on démontre que le groupe x,G est confondu avec le 
groupe fondamental — connu en topologie — n;Giop, Où Gtop est 
le groupe G, traité comme un espace topologique; cf. {[8]).' 
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Pour les applications que nous envisageons, il est commode 
d’énoncer le théorème 2 sous une forme plus algébrique. A cet effet, 
nous aurons besoin de quelques lemmes simples sur les groupes 
topologiques. 


Lemme 3. Tout sous-groupe ouvert H d'un groupe topologique 
G est fermé. 


Démonstration. Le sous-groupe À étant ouvert. toute 
classe Hx à droite suivant H est aussi ouverte. La réunion d'une 
famille quelconque de ces classes est donc un ensemble ouvert. En 
particulier, la réunion de toutes les classes Hzr distinctes du sous- 
groupe À est un ouvert. Or, cette réunion est le complémentaire du 
sous-groupe À dans G. Donc, le sous-groupe H est fermé. [J 


Lemme 4. Tout voisinage V de l'unité d'un groupe topologique 
connexe G engendre le groupe G. | 


Démonstration. Soit À un sous-groupe engendré par 
le voisinage V. Comme Vre A pour tout x € H. le sous-groupe H 
est ouvert. Le sous-groupe A est alors aussi fermé d'après le lemme 
3. Donc, À = G, puisque G est connexe par hypothèse. 7 


On rappelle que pour tout sous-groupe invariant À d'un groupe 
topologique G, le groupe quotient G/K est muni d’une topologie 
quotient pour laquelle l’ensemble VC G/K est ouvert si et seule- 
ment si l’est son image réciproque x7'(V) par l’épimorphisme ca- 
nonique x: G—G/K. Le groupe quotient G/Æ est un groupe topo- 
logique pour cette topologie. 


Lemme 5. Pour tout sous-groupe invariant K€ G, l'épimorphis- 
me canonique x: G — G/K est une application ouverte. Pour tout épi- 
morphisme ouvert DO: G—- H, le groupe quotient G; K du groupe G par 
le noyau K = Ker ® de l'épimorphisme ® est isomorphe au groupe H. 
L'isomorphisme œ: G/K — H peut être choisi de telle sorte que l'on 
ait le diagramme commutatif 


14 
(5) LT \ 


Démonstration. Si U est ouvert dans G. l'ensemble UX 
l'est aussi en tant que réunion d’ensembles ouverts L'r. x € À. 
Or, il est évident que UX = x-'(xU). Donc. l'ensemble xÜ est 
ouvert dans G’X. Ceci prouve la première affirmation. 
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Il est évident que la formule œ(zX) = ®(x) définit un seul 
isomorphisme algébrique @: GX —+ H rendant le diagramme (5) 
commutatif. Il nous faut donc établir seulement que œç est un ho- 
méomorphisme. 

Mais si V est ouvert dans H. il en est de même de D-!'(V) dans 
G (puisque ® est continu). et comme x est ouvert, il en est de mème 
de a(D-1(V)) — œ-'(}) dans G. A. De façon analogue, si W est ou- 
vert dans G/Æ. 27! (I) l'est aussi dans G. et comme est ouvert 
par hypothèse, Œ(x-'(5V)) — pl) l'est aussi dans À. Donc, 
œ est un homéomorphisme. [ 


Définition 3. Soient G et 7 des groupes topologiques (ou dif- 
férentiables) connexes. On dira qu'un homomorphisme D: G— H 
du groupe G dans le groupe A est un isomorphisme local s'il applique 
bijectivement un voisinage U de l'unité de G sur un voisinage F de 
l'unité de A. 

Le groupe À étant engendré par le voisinage V en vertu du lemme 
4, tout isomorphisme local ® est un épimorphisme. et comme cet 
épimorphisme est ouvert. car difféomorphisme local. on peut lui 
appliquer le lemme 5. Donc. le groupe Æ est isomorphe au groupe 
quotient G/Æ, où À — Ker ®. Ceci étant, par hypothèse À f LÜ — 
— {e}, ce qui signifie par définition que le sous-groupe Æ est un 
sous-groupe discret du groupe G. Réciproquement, si À est un sous- 
groupe discret invariant du groupe G, l’épimorphisme canonique 
sr: G—-G/K est de toute évidence isomorphisme local. D'après 
le lemme 5, ceci prouve qu'il existe un isomorphisme local G— H 
si et seulement si le groupe H est isomorphe au groupe quotient G'K 
du groupe G par un sous-groupe discret invariant K. 

Tout revêtement de groupe G — Æ est visiblement un isomor- 
phisme local. Réciproquement, tout isomorphisme local D: G— H 
est un revêtement de groupe. puisqu'il revèt sans pli le voisinage 
de la définition 3 (en vertu du lemme 5, on peut. sans nuire à la 
généralité, admettre que À — G'K, où K — Ker ® et que ® est 
l'épimorphisme canonique x: G— G/K; sous ces conditions 


D-4(Y) = UK = | Ur. 
xEK 


où les ensembles ouverts Ur G sont disjoints et homéomorphes 
à CU) et, par conséquent, le voisinage VA de tout élément À € H. 
Donc, les revêtements de groupe et les isomorphismes locaux représen- 
lent la même chose. 

Il est évident que la dernière affirmation est valable pour les 
groupes de Lie aussi. Bien plus, il est immédiat de voir que si est 
donné un revêtement de groupe (— isomorphisme local) G — H, où 
H est un groupe topologique et G un groupe de Lie. alors H est 
muni d'une seule structure différentiable qui fait de H un groupe 
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de Lie et de l'application G — H un revêtement différentiable. En 
particulier. pour tout sous-groupe discret invariant À du groupe 
de Lie G. le groupe quotient G/X est aussi un groupe de Lie et, par 
suite, pour tout isomorphisme local D: G — H de groupes de Lie, 
le diagramme commutatif (5) est un diagramme au-dessus de la ca- 
tégorie des groupes de Lie. 

Tout ceci signifie que les groupes de Lie (de mème que les groupes 
topologiques) sont justiciables de la proposition suivante: 


Proposition 3. L'ne application D: G—- H de groupes connexes 
est un revctement de groupe si et seulement si 

a) elle est un isomorphisme local ou, ce qui est équivalent, si 

b) l'on a le diagramme commutatif (5), où K est un sous-groupe 
discret invariant, x un épimorphisme canonique. @ un isomorphisme. D 

Cette proposition donne un relief particulier au lemme assez 
insolite suivant: 


Lemme 6. Tout sous-groupe discret invariant K d'un groupe 
topologique (et, notamment, différentiable) connexe G appartient au 
centre de ce groupe (et, notamment, est abélien). 


Démonstration. Soit x EX, et soit ÜU un voisinage 
de x ne contenant pas d'autres éléments de X. Considérons un voi- 
sinage V de l'unité du groupe G tel que VrzV-1e U. (L'existence 
de ce voisinage résulte immédiatement de la continuité de l’appli- 
cation y —> yry ".) Le sous-groupe Æ étant invariant et LU f À = 
= {e}, on a yxy”! = x pour tout élément y € V. Ceci signifie que 
le centralisateur de x (le sous-groupe de tous les éléments permuta- 
bles à x) contient le voisinage Ÿ. Donc, ce centralisateur est confondu 
avec G, puisque Ÿ engendre G, et, par suite, x appartient au centre 
du groupe G. [ 


Corollaire. Le groupe fondamental n,G de tout groupe de Lie 
connexe G est un groupe abélien. DO 


Nous sommes en mesure de formuler notre théorème final. Dans 
ce théorème, on dira que des groupes de Lie connexes G et Æ sont 
localement isomorpkhes s’il existe des isomorphismes locaux de la forme 
P — G et P — H., où P est un groupe de Lie connexe. 


Théorème 3. Pour tout groupe de Lie connexe G il existe un groupe 


de Lie simplement connexe G localement isomorphe et dépendant foncto- 
riellement de CG. 


Le groupe G est défini de façon unique à un isomorphisme près. 
Deux groupes de Lie connexes G et H sont localement isomorphes 
si et seulement si les groupes G et À sont isomorpkhes. 
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Un groupe de Lie connexe est localement isomorphe au groupe G si 


et seulement s'il est isomorphe au groupe quotient G/K du groupe G par 
un sous-groupe discret (donc central) invariant K. 


Démonstration. Les deux premières affirmations sont, 
en vertu de la proposition 3, une autre formulation du théorème 2. 
Ce. À 


Si P—Get P —+ H sont des isomorphismes locaux et P —+ P 
un revêtement universel simplement connexe, les applications com- 


posées P-+G et. P —+ H seront aussi des revêtements universels. 
Donc P&6G x H. Réciproquement, si G= H, on a les isomorphis- 


mes locaux P—+G et P—+ H avec P = G. Ceci prouve la troi- 
sième affirmation. 
La quatrième affirmation résulte de la troisième en vertu de 


la proposition 3. [] 
Du théorème 3 il s'ensuit, en particulier, que La relation d'iso- 
morphisme local est une relation d'équivalence. 


Le groupe G s'appelle groupe de revêtement simplement connexe 
du groupe G. 
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Isomorphismes locaux et isomorphismes de localisations. — 
Théorème de Cartan.— Diagramme final des catégories et 
des foncteurs.— Réduction du théorème de Cartan.— Globa- 
lisabilité des groupuscules plongeables.— Réduction du théo- 
rème de Cartan au théorème d’Ado. 


Le théorème 3 de la leçon précédente nous donne une description 
assez satisfaisante des classes des groupes de Lie localement iso- 
morphes, mais présente le défaut de décrire des classes autres que 
celles qui ont été introduites dans la leçon 3, c'est-à-dire des classes 
de groupes de Lie qui ne sont pas isomorphes dans la catégorie GR- 
LOC des groupuscules. Nous devons donc prouver accessoirement la 
coïncidence de ces deux notions d’isomorphisme local. La clef nous 
est fournie par la proposition suivante: 


Proposition 1. Soient G et H des groupes de Lie connexes, U un 
voisinage connexe de l'unité dans le groupe G et ®: U — H une appli- 
cation différentiable telle que œ(xy) = œ(x)œ(y) pour tous éléments 
x. y E U pour lesquels xy € L'. Sous ces conditions. si le groupe G est 
simplement connexe, il existe un seul homomorphisme D: G— H 
prolongeant l'application «. c'est-à-dire tel que 


lu = 9. 


Pour prouver cette proposition, considérons le sous-ensemble D, 
du produit G X G, de tous les couples (z,, x.) € G X G tels que 
zx; € U. Ce sous-ensemble est visiblement ouvert et contient Ja 
diagonale AS G X G. Comme D est la réunion d’ensembles con- 
nexes de la forme {r} X Ur, x EG, coupant chacun la diagonale 
À qui est aussi un ensemble connexe (homéomorphe au groupe G), 
il s'ensuit que l’ensemble D est connexe. 

On dit qu’un sous-ensemble V d’un groupe G est petit si V X Va 
« D, c’est-à-dire si VV-'E CL’, et qu’un sous-ensemble W du pro- 
duit G X H des groupes G et H est distingué si pour tout point 
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(x. y) E W il existe dans G un petit voisinage V du point r tel que 
(v, q(vz”!) y) EW pour tout point v € f. 


Il est clair que 

a) un ensemble vide est distingue ; 

b) le produit G X H est distingué; 

c) la réunion de toute famille d’ensembles distingués est dis- 
tinguée ; 

d) l'intersection de toute famille finie d'ensembles distingués 
est distinguée. 

On peut donc traiter les ensembles distingués comme des en- 
sembles ouverts d'une nouvelle topologie sur le produit G * H. 


On désignera par X le produit G x H muni de cette topologie. 
Soit 
a: X —G 
une application définie par la formule 
nr, y =z (LuyEX. 


Il est évident que l’ensemble x-'(V) est distingué pour tout 
ouvert VE Get que l’ensemble x(W) est ouvert pour tout ensemble 
distingué W€ X. Ceci exprime que l'application x est continue 
et ouverte. : 

Soient Fun petit ensemble ouvert de G, x, un élément de F et y, 
un élément de 7. Désignons par W{(xzs. V, yo) l'ensemble de tous 
les couples de la forme (x, œixx:!}) y), où x € V. Il est immédiat 
de voir que l'ensemble W{x,. V. y,) est distingué. En effet. si 
(zx y)EWzo V, Yo), c'est-à-dire si x E V'et y = q(xr;') y,. alors 
pour tout point & € V, on a l'égalité 


er!) y = (ur!) q(zzs') Yo = PUZS") Yo. 


qui montre que (&, œ(ux”!) y) € Wzo, V, yo). 
Il est évident que (xs, yo) E W{zos V, yo), c'est-à-dire que 


Wizo V, yo) est un voisinage du point (x,, yo) dans l'espace X. IL 
est manifeste que ce voisinage est homéomorphe au voisinage Ÿ par 
l'application 1. Par ailleurs, il est immédiat de voir que l’ensemble 
x-'(V) est la réunion de tous les ensembles de la forme W{(x,. V. y), 
où x, E West fixe, et y € H parcourt le groupe H tout entier. ces 
ensembles étant deux à deux disjoints (s’il existe un point (x. y) € 
EWzo. VW, y) N Wzo V, y2), alors (rx) y = y = Q(xxs') Ya 
et, par suile. y, = ÿs). 

Ceci signifie que tout petit ensemble ouvert VE G est revêtu 
sans pli par l'application x. Donc. tout élément du groupe G possède 
manifestement un petit voisinage, ce qui prouve que l'application 


x: *X Gest un faible revêtement. Donc, d’après le lemme 2 de la 
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leçon 8, pour toute composante X, de l’espace X, l'application 
Ao= [> : X,—G 


est un revêtement. Prenons pour composante X, celle qui contient 
le point (e., ex), où e ete,, sont les unités des groupes G et H res- 
pectivement. 

Souvenons-nous maintenant que le groupe G est par hypothèse 
simplement connexe. Donc, chacun de ses revêtements est trivial, 
c'est-à-dire est un homéomorphisme. En particulier, le revêtement 
ñr, est un homéomorphisme. L’homéomorphisme réciproque 5° 


envoie tout point x € G en un point de l’espace X,, de la forme (x, y), 
où y € H. Donc, en posant (x) = y, on obtient une application 
continue définie de façon unique 


D: G — H. 


Donc, pour tout point x € G, le point (x) € H est caractérisé de 


façon unique par le fait que (x, Œ(x)) € X,. D'où, en particulier, 
D(e;) = eu. 

Soit D* le sous-ensemble d’un ensemble D, formé des points 
(x,, x2) ED tels que 


(1) Dr) = p{zerit) Dr). 


Il est évident que AC D*, donc D* n'est pas vide. Par ailleurs, 
il est aisé de voir que pour tout petit ensemble ouvert connexe VE G, 
on a l'inclusion 

V x Va DF*. 


En effet, pour tout point zx, € V, l’ensemble distingué 
W(zo, V, ®O(xz,)) est connexe (car homéomorphe à V) et contient 


le point (z», ®D(ze)) E Xo Donc, Wizs V, Dr) Xo c'est-à- 
dire que pour tout point x € V, le point (x, œ(zr;') D(xo)) est 


situé dans X o- Mais, d'après ce qui précède, tout point de X, peut 
être représenté d’une seule façon sous la forme (zx, (D (x)). Par con- 
séquent, (zx) = p(rr;') DE, ce qui équivaut à l'inclusion 
(Zos TZ) EDF. Donc, VX VE D*. © 


Il est aisé de voir, par ailleurs, que si Le produit V X V” de deux 
petits ouverts connexes V et V” rencontre D*, il est contenu dans D*. 
En effet, si (x, x.) € D*, (Zor Z zx) ED* et (x,, z') ED, alors 
(&, 2')ED* (car Or) = qir'zgt) (x) = pars?) À pris) * 
2 D(xo) = pr’) p(zor”!) DE) = p(z z”1) D(x)). Par ailleurs, si 
(Zos 29) EV X V''et (x, T') € V X V”, alors d’après ce qui a été 
prouvé, (x, xs) € D et (x,, x’) ED*. Donc, si de plus (x,, x,) € DF, 
alors (x, r')ED*. ( 
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Les ensembles V X V” formant de toute évidence une base de 
D, on en déduit immédiatement que l'ensemble D* est ouvert et 
fermé dans D. Comme D est connexe et D* non vide, ceci n'est pos- 
sible que si D* = D. Donc, l'égalité (1) est valable pour tout point 
(x. Ta) € D. 

Tous les éléments sont réunis pour prouver la proposition 1. 

Démonstration de la proposition 1. L'unici- 
té de l’homomorphisme © résulte immédiatement du fait (cf. lemme 
3 de la leçon 9) que le groupe G est engendré par le voisinage [’. 
Il nous faut donc en prouver seulement l'existence. 

Montrons que cet homomorphisme n'est autre que l'application 
® construite ci-dessus. 

En faisant x, = e, et x, = x dans l'égalité (1), on obtient aus- 
sitôt (x) = q(xz) pour tout élément zx EU. Donc, on prouvera 
la proposition { lorsqu'on aura montré que l'application ® est 
un homomorphisme, c'est-à-dire que pour tous éléments r. r' € & 
on aura 


(2) D(x, zx’) = D(x)-D(x'). 


Remarquons à cet effet que si x E U, l'égalité (2) est valable 
pour tout zx'EG (car (x', xx’) ED et, par suite, (xxz') — 
= œ(x) D(z') = O(z) D(x’)). Par ailleurs, le groupe G étant 
connexe, il est engendré par le voisinage U fN U-! de l'unité. donc 
tout élément x € G peut être représenté sous la forme 


ZT = LiTa «+ + Tns 
OÙ Ty, Los + + + Tn € U. Donc, par une récurrence évidente, on éta- 
blit que 
(3) D{xzz') = D(z,) ... D(x,) D(z') 
pour tout élément x” € G. En particulier, pour zx’ = ec, 
| Dz) = Ds) . -. Dm), 
ce qui combiné à (3) prouve (2). O 


L'application y de la proposition 1 n’est autre qu'un homomor- 
phisme du groupuscule G;,. dans le groupuscule Æ,,,, où Gise et 
Hise Sont les images des groupes G et H par le foncteur de localisa- 
tion 
(4) GR,-DIFF — GR-LOC, 


et l'application ®, un homomorphisme du groupe G dans le groupe 
H transformé par le foncteur (4) en l’homomorphisme q. Donc, 
la proposition 3 n'affirme rien d'autre que — G étant simplement 
connexe — la condition d'univalence complète du foncteur (4) 
est remplie pour les groupes G et Æ. Si donc l’on se borne à la sous- 
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catégorie complète GR,,-DIFF de la catégorie GR,-DIFF composée 
des groupes de Lie simplement connexes, cette condition sera rem- 
plie sans aucune réserve. Donc, Le foncteur de localisation 


(5) GRo-DIFF —+ GR-LOC 


est complètement univalent sur la catégorie GR ,,-DIFF. 

Mais il est immédiat de voir que tout foncteur univalent éta- 
blit une correspondance biunivoque entre les isomorphismes et donc, 
en particulier, envoie uniquement des objets isomorphes dans des 
objets isomorphes. Appliqué au foncteur (5) cela signifie que les 
groupes de Lie simplement connexes sont isomorphes si et seulement si 
leurs localisations le sont. 

Ceci nous permet de répondre par l’affirmative à la question 
posée au début de la leçon: des groupes de Lie connexes sont locale- 
ment isomorphes au sens de la leçon 3 (c'est-à-dire possèdent des locali- 
sations isomorphes) si et seulement s'ils sont localement isomorphes au 
sens du théorème 3 de la leçon 9. En effet, tout isomorphisme local 
au sens de la définition 3 de la leçon 9 sera visiblement un isomor- 
phisme de localisations. Donc, en particulier, les localisations de 


tout groupe de Lie G et de son groupe de revêtement universel G 
sont isomorphes : 


Give # Gioc- 


Par conséquent, si Gise © Hioe, alors Gio Æ Hier et. par suite, 


G = H d’après ce qui précède, de sorte que les groupes G et H seront 
localement isomorphes. CO 


Donc. dans le théorème 3 de la leçon 9, par « isomorphisme local » 
des groupes de Lie, on peut comprendre l'isomorphisme de leurs loca- 
lisations. 

Cela signifie que ce théorème répond entièrement à la question 
de l'inversibilité du foncteur de localisation (4): 


Gioce À Hioc Sè et seulement si GZ H. 


En particulier, Le foncteur (5) est inversible (à un isomorphisme 
près) sur la catégorie GR,,-DIFF des groupes simplement connexes. 


Mais ce résultat n’est pas encore complet, car on ne sait pas si 
tout groupuscule de Lie est la localisation d’un groupe de Lie, c'est- 
a-dire si le foncteur (5) établit l'équivalence des catégories. 

La réponse à cette question est affirmative: 


Théorème 1 (Cartan). Le foncteur (5) établit l'équivalence de la 
catégorie GR,,-DIFF des groupes de Lie connexes simplement connexes 
et de la catégorie GR-LOC des groupuscules de Lie. 
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Corollaire. La catégorie des groupes de Lie connexes simplement 
conneres est équivalente à la catégorie des algèbres de Lie de dimension 
finie sur Le corps ?. Cette équivalence est réalisée par un foncteur de 
Lie. 


Ce corollaire est le point culminant de la théorie développée. 
Il permet en effet de ramener tout problème relatif aux groupes de 
Lie connexes et simplement connexes à un problème homologue 
sur les algèbres de Lie, problème qui en principe est bien plus sim- 
ple, car étant l’analogue « linéaire » du problème primitif. 


Les catégories et foncteurs considérés plus haut forment le dia- 
gramme commutatif 


2 


GRÇ DIFF  GR-LOC—ALG-LIE 


GR-DIFF GRIE 


dans lequel les flèches épaisses désignent les foncteurs réalisant 
l’équivalence des catégories. 

Le chiffre 1 représente le foncteur de passage à la composante 
de l’unité. Ce foncteur envoie dans un même groupe tous les grou- 
pes qui sont les extensions du groupe de Lie connexe donné au moyen 
d'un groupe discret quelconque. 

Le chiffre 2 représente le foncteur de passage à un groupe de 
revètement universel. Ce foncteur envoie dans un même groupe 
tous les groupes qui sont les groupes quotients du groupe de Lie 
simplement connexe donné par les sous-groupes invariants (cen- 
traux) discrets. 

Ce diagramme contient toute l'information nécessaire sur les 
relations entre les groupes et les algèbres de Lie. 


Pour achever notre théorie il nous reste donc à prouver seule- 
ment le théorème de Cartan. Mais avec ce théorème la situation 
est assez particulière et même pas satisfaisante du tout. 

La voie la plus naturelle pour prouver le théorème de Cartan 
consiste à construire un foncteur de la catégorie des groupuscules 
(ou. ce qui est équivalent. de la catégorie des algèbres de Lic) dans 
la catégorie des groupes de Lie simplement connexes, qui soit qua- 
siréciproque du foncteur de localisation. Mais. à ce jour, en dépit 
des tentatives, qui, il faut le croire, sont nombreuses (en tout cas 
les mathématiciens de Moscou se sont séricusement penchés sur 
le sujet), aucune construction foncièrement « naturelle » (s’appuyant 
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sur les seules notions fondamentales) de ce foncteur n'a pu être 
proposée. J.-P. Serre va même jusqu'à penser qu'elle n'existe pas 
(cf. [9]; à noter à propos que Serre appelle le théorème de Cartan 
« troisième théorème de Lie »). Toutes les démonstrations connues 
(en fait, elles sont au nombre de deux) du théorème de Cartan ne 
revêtent pas un caractère fonctoriel (= « naturel ») et soulèvent 
une réprobation « in petto ». Il faut espérer que le dernier mot n’a 
pas encore été dit. 

Ces démonstrations reposent sur le lemme catégoriel suivant : 


Lemme 1. Soient À et B des catégories arbitraires, et soit F : À —B 
un foncteur complètement univalent de la catégorie À dans la catégorie 
B. Si pour tout vbjet B de la catégorie B, ileriste un objet A de la ca- 


tégorie À tel que l'objet FA soit isomorphe à l'objet B. le foncteur F 
est quasiinversible (réalise l'équivalence des catégories). 


Démonstration. Pour tout objet B de la catégorie B, 


choisissons et figeons l’objet À de la catégorie À mentionné dans 
le lemme et désignons-le par GB. Figeons aussi un isomorphisme 
0,: FGB — B. Le foncteur F étant complètement univalent, pour 
tout morphisme f: B—+ B,, il existe un morphisme a: GB — GB, 
et un seul tel que l’on ait le diagramme commutatif 


On pose « — Gf$. 
De l'unicité du morphisme « il s'ensuit aussitôt que les corres- 
pondances construites > B GB et B:—+ GB forment un foncteur G: 


B — À, les isomorphismes 6, établissant visiblement un isomorphis- 
me entre le foncteur FG et le foncteur identique Idg. Par ailleurs, 
pour tout objet À de la catégorie À, l'égalité F(x;) = 6r4 déter- 
mine un morphisme &1: GFA — À qui est un isomorphisme et de 
plus, ce qui est aisé à voir, les isomorphismes &, forment un iso- 
morphisme entre le foncteur GF et le foncteur Id. 

Donc. le foncteur G est quasiréciproque du foncteur F. [] 


En vertu de ce lemme général, pour prouver le théorème de 
Cartan, il suffit de construire pour tout groupuscule de Lie au moins 
un groupe de Lie pour lequel ce groupuscule (ou un groupuscule 
isomorphe) soit un voisinage de l'unité. De plus (et ceci est un gage 
de succès), on peut ignorer la fonctorialité et laisser la porte ou- 
verte à tout arbitraire dans la construction. 
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Définition 1. On dira qu’un groupuscule de Lie est globalisable 
s'il est isomorphe à la localisation d’un groupe de Lie (c’est-à-dire 
est isomorphe à un voisinage de l'unité de ce groupe). 

Donc. pour prouver le théorème de Cartan, il nous faut simple- 
ment montrer que fout groupuscule de Lie est globalisable. 


Définition 2. On dit qu,un groupuscule de Lie À est plongeable 
s’il est sous-groupuscule d’un groupe de Lie G, plus exactement, de 
la localisation G1,. de ce groupe. 

La première étape de la démonstration du théorème de Cartan 
est la proposition suivante: 


Proposition 2. Tout groupuscule de Lie K plongeable est globali- 
sable. 


Commençons par démontrer une proposition analogue pour les 
groupes topologiques. 

Soient G un groupe topologique connexe et X un sous-espace de 
G contenant l'unité e de G et tel que xy € K et x”! € K pour tous 
éléments x, y € À N U,, où U, est un voisinage de e. 


Lemme 2. Il existe un groupe topologique H et un homomorphisme 
injectif i: H — G qui applique homéomorphiquement un voisinage V, 
de l'unité du groupe H sur un voisinage de l'unité e dans K, c’est-à-dire 
sur un ensemble de la forme K f] Us, où U,, est un voisinage de l'unité 
e dans le groupe G. 


Démonstration. On dira qu'un sous-ensemble AC G 
est séparé de e si dans G il existe un voisinage U de e tel que À N U — 
— @. Il est clair que si des ensembles À et B sont séparés de e, il en 
est de même de l'ensemble A |] B. 

Pour tout élément g € G, on désignera par A8 l’ensemble g-'Ag 
de tous les éléments de la forme g-'ag, a € À. Il est évident que l’en- 
semble AS est séparé de e si et seulement si l'ensemble À est séparé de e. 

Soit H l’ensemble de tous les éléments g € G pour lesquels la 
différence symétrique 


KSAK = (KEKK) U(X NX KS) = (AS U A)X(KE N À) 


est séparée de e. Cet ensemble est un sous-groupe du groupe G (ou, 
plus exactement, du groupe abstrait correspondant Gastr), puisque 
K°TAK = (K8AK) et K°%AK C(K1AK)® U(K®?ARK). 

Soit U,o un voisinage de l'unité e du groupe G, tel que xy € U, 
pour tous éléments x, y € Us. Alors g”!rg € K et gzg”! € K pour 
tous éléments zx, g € K A Us» Donc, si £g€ K MN ÜUoo  YEKEN 
N U£,, et, par suite, zx = gyg € K MN Uso, alors y = g”!rg € K. 
Par conséquent, 8 AN U£r,=c K NU, et donc AÆNV,ckfNfy,, 
où Vo = Us N U&,. Réciproquement, si z €EKfN Uoo, alors y = 
— gzg"! € K et, par suite, x = g”lyg € K6. Par conséquent, 
1201642 
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K N Uoe KE NUoo tt KM EE EKE NV,. Donc, K N V, = 
— K8 fN V,, c'est-à-dire que (ÆX£ À X) N V, = @. Ceci prouve 
que pour tout élément g € K NU, l'ensemble KEA K est séparé 
de e, c'est-à-dire que g € H. Donc, À NA Use H. 

Munissons H d’une topologie en prenant pour voisinages de 
l'unité tous les ensembles de la forme V = K AU, où UE Ur 
est un voisinage arbitraire de l’unité de G, contenu dans l’,,. Une 
vérification immédiate montre que À est muni ipso facto d'une 
topologie qui en fait un groupe topologique. Sous ces conditions 
l'injection i: H — G sera un homomorphisme injectif de groupes 
topologiques et cetle application sera un homéomorphisme sur 
le voisinage V, = K f] ÜU,o. 

Ceci achève la démonstration du lemme 1. CO 


A noter qu’en général H ne sera pas un sous-groupe du 
groupe G, c'est-à-dire que l’application i: A —>G ne sera pas un 
homéomorphisme sur i(H). Si par exemple X = {e}, alors H est 
un groupe de G pour la topologie discrète. 

Nous pouvons maintenant prouver la proposition 2 

Démonstration de la proposition 2. Sup- 
posons que le groupuscule À est un sous-groupuscule du groupe de 
Lie G, donc (cf. leçon 7), dans G il existe une carte (U,, h) — 
=(U,, z',..., x") telle que XÀ fN U, est défini par les équations 


xt = 0, © © °°) z" = 0, 


En traitant G comme un groupe topologique, on peut appliquer 
le lemme 2 à X. D’après ce lemme, il existe un groupe topologique 
H et un homomorphisme continu injectif i: A — G qui applique 
homéomorphiquement un voisinage V, de l'unité du groupe À sur 
l’ensemble ÆÀ f Uoo, où Uo0 est un voisinage de l'unité du groupe 
G. Ceci “a on peut, sans nuire à la généralité, admettre que 


Dans "ces conditions, le couple (V,, k) = (Vs, y, ..., y"), 
où y(v) = z’(iv), j — 1, ..., n, sera de toute évidence une carte 


de H contenant l’unitée € V et, par suite, pour tout élément a € H, 
le couple (aV,, ko L,-1) sera une carte de A contenant a. Si aÿ,f 
NbV, ©, alors sur (ko L,-1) (aV, NbV,)C R” l'application 
(ko Lyrr)o(koL,-1)"1= ko Li-1, © k7! sera (puisque R"E KR”) la 
restriction de l'application différentiable k + L;çp-1 °h"! et donc 
sera elle-même une application différentiable. Ceci prouve que les 
cartes de la forme (aV,, k o L,-1) sont compatibles et forment ainsi 
un atlas de H. Une vérification immédiate montre que H est un 
groupe de Lie pour la structure différentiable définie par cet atlas, 
et l'application i, un homomorphisme différentiable qui est un 
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difféomorphisme du voisinage V, sur À NN U,. Donc, Hy = K 
et le groupuscule Æ est globalisable. O 

Soit maintenant À un groupuscule de Lie et soit F = ((A) son 
algèbre de Lie. 

Dans la leçon 19 on démontrera le théorème suivant: 


Théorème d’Ado. Toute algèbre de Lie de dimension finie (sur 
un corps K de caractéristique 0) est isomorphe à une algèbre de Lie 
de matrices. 


D’après ce théorème, on peut, sans nuire à la généralité, ad- 
mettre que F est une algèbre de Lie de matrices et, par suite, que 
le groupuscule correspondant £f = est composé de matrices, 
c’est-à-dire est un sous-groupuscule du groupe de Lie GL{(n). Donc, 
le groupuscule Æ est plongeable et, par suite, globalisable. 

Ce raisonnement ramène le théorème de Cartan à celui d'Ado. 
Nous prouverons le théorème d’Ado (donc celui de Cartan) dans les 
leçons 17 à 20. Pour l'instant penchons-nous sur les sous-groupes des 
groupes de Lie. 


LEÇON 11 


Sous-variétés de variétés différentiables. — Sous-groupes de 
groupes de Lie.— Variétés intégrales de sous-fibrés intégra- 
bles.— Variétés intégrales maximales.— Principe de la dé- 
monstration du théorème 1.— Structure locale des sous-va- 
riétés.— Unicité de la structure d’une sous-variété locale- 
ment redressable à base dénombrable.— Sous-variétés de 
variétés à base dénombrable.— Les groupes de Lie connexes 
possèdent une base dénombrable.—— Redressabilité locale des 
variétés intégrales maximales.— Démonstration du théorè- 
me f. 


Le tore à deux dimensions T* peut être représenté comme le groupe 
quotient du groupe additif R° par son lattis Z* des points à coor- 
données entières. Donc, toute droite de 2° passant par le point 
(0, 0) nous donnera un sous-groupe de T°. Si le coefficient directeur 
de cette droite de "=° est rationnel (par exemple égal à m/n), l'image 
de cette droite dans 7° sera un cercle parcourant le tore m fois le 
long d’un méridien et nr fois le long d’un parallèle. Mais si ce coef- 
ficient est irrationnel, le sous-groupe correspondant de 7* (qui 
est appelé hélice irrationnelle du tore) sera partout dense dans 7”, 
et tout voisinage de l’un quelconque de ses points contiendra, pour 
la topologie induite, un voisinage qui est la somme d’un nombre 
dénombrable d’intervalles fermés disjoints. Ce sous-groupe ne peut 
donc être une variété. 

Cet exemple explique pourquoi nous adoptons la définition sui- 
vante qui apparemment semble trop générale: 

Définition 1. Üne variété différentiable Ÿ est une sous-varietlé 
d’une variété différentiable M si: 

a) tout point de V appartient à AJ, de sorte qu'est définie l’in- 
jection «: N — À: 

b) l’application 1: N — À] est différentiable (et donc, en par- 
ticulier, continue): 
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c) la différentielle (d),: Ta(N) — T,(M) de l'application 
en a € :Ÿ est un monomorphisme. 

En général tout vecteur À € T.(V) est identifié au vecteur 
(d),4, c'est-à-dire qu'on admet que T,(V) est un sous-espace de 
l'espace T,(M). 

Il est évident que toute sous-variété ouverte est une sous-variété 
au sens de la définition 1. Une telle sous-variété est un sous-espace, 
c'est-à-dire que l'application & est un homeéomorphisme sur son 
image. Mais signalons que ceci n’est pas le cas pour une hélice 
irrationnelle du tore. 


Définition 2. On dit qu'un groupe de Lie Æ est un sous-groupe 
d'un groupe de Lie G si la variété Huirr est sous-variété de la variété 
Gairr et le groupe Hatr, Scus-groupe du groupe Gabstr. On dit 
qu'un sous-groupe À d'un groupe de Lie G est un sous-groupe in- 
variant si le sous-groupe Hatstr l’est. 

En particulier, les hélices irrationnelles du tore sont ses sous- 
groupes. 

Soient g — 1(G) et h = 1(H) les algèbres de Lie des groupes 
de Lie G et H. Si H est un sous-groupe du groupe de Lie G, l’homo- 
morphisme 1I(1): Ü —- g identifié à l'application d{u).: T.(H) — 
—+ T,(G) est un monomorphisme. En général, l'algèbre de Lie Ü est 
identifiée à son image dans g par ce monomorphisme. Donc, en 
vertu de cette identification, Les algèbres de Lie des sous-groupes du 
groupe de Lie G sont sous-algèbres de l'algèbre de Lie g du groupe G. 


La correspondance H ++ b entre les sous-groupes HE G et les 
sous-algèbres ÿb€ g sera appelée correspondance de Lie. On n'étu- 
diera que les sous-groupes connexes H, puisque les algèbres 
de Lie d'un groupe et de sa composante de l'unité sont confondues. 
Il s'avère que la correspondance de Lie est biunivoque dans ces 
conditions. On a donc le théorème suivant: 


Théorème Î{. La correspondance de Lie H ++ ÿ est une correspon- 
dance biunivoque entre les sous-groupes connexes du groupe de Lie G 
et les sous-algèbres de l'algèbre de Lie g = 1(G). 


On peut évidemment admettre que le groupe G est connexe dans 
ce théorème. 


Nous prouverons le théorème 1 par étapes. 
Soient une variété différentiable et Æ un sous-fibré intégrable 
du fibré tangent T(:W) (cf. leçon 7). 


Définition 3. On dit qu'une sous-variété V de la variété 
est une variété intégrale du sous-fibré Æ si l'injection &: N —+ M 
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est intégrale par rapport à Æ, c’est-à-dire si 


Ea = Ti) 
pour tout a € \. 

Il est immédiat de voir que le fibré E est intégrable (au sens de 
la définition 10 de la leçon 7) si et seulement si par tout point a de 
la variété M il passe au moins une variété intégrale de ce fibré. En effet, 
il est évident que cette condition est une condition suffisante d'in- 
tégrabilité. Réciproquement, supposons que le fibré E est intégrable. 
Il est alors complètement intégrable (corollaire de la proposition 
6 de la leçon ÿ), c’est-à-dire que (définition 13 de la leçon 7) la va- 


riété . possède un atlas composé de cartes (U, x!, ..., x") telles 
. . (4) fe) 
que pour tout point a € l, les vecteurs (2). ..., (an). for- 


ment une base dans l'espace Æ,. Pour tout point £ = (E!, ... 
. &"7") € X"-" désignons par V: l’ensemble des points a € U 
dont les coordonnées satisfont les conditions 


am ti — EL, ...s x" — En-m, 


Cet eusemble (quanu il n’est pas vide) est muni de façon naturelle 
d'une structure de variété différentiable difféomorphe à un ouvert 
de 2". Il est évident que cette variété est une sous-variété dans 
CU (donc dans Àf) et de plus en tout point a € V4, le sous-espace 
T,(F:) est engendré par les vecteurs (5) y +... (5) . Donc, 

F 07! Ja 0" Ja 
T,(Vz) = £, de sorte que V4: est une variété intégrale du sous- 
fibré Æ£. Pour achever la démonstration, il reste à remarquer que 
pour tout point a E U, la sous-variété V:, où E = (r"*!(a), ... 

... z"(a)), contient a. [ 

Dans la suite on aura assez souvent affaire à des sous-variétés 
de la forme V:. On les appellera sous-variétés plates de la carte U. 

On dira que des sous-variétés N, et N, de la variété M, ayant 
un point a € M en commun sont confondues localement en a s’il 
existe une sous-variété W,, ouverte aussi bien dans W, que dans 
N.. telle que a € N+. 

Il est immédiat de voir que deux sous-variétés intégrales N, et 
N, d'un sous-fibré E intégrable, passant par a, sont confondues lo- 
calement en a. En effet, soient u,: N,—— Met: N; — M des in- 
jections. D'après le lemme 2 de la leçon 7, il existe des voisinages 
Viet V, du point a dans les sous-variétés N, et W, et un difféomor- 
phisme B: V, — V,, tels que & = 1,0 B sur V,. Mais, L, et . étant 
les restrictions de l'application identique M—- M, l'égalité 
t, = 08 n'est possible que si B = id (donc si V, — V,). Ce qui 
achève la démonstration, puisque l'égalité 1, — «. dans un voisi- 
nage du point a exprime justement que les variétés N, et N, sont 
localement confondues en a. [] 
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Considérons l'ensemble % de toutes les variétés intégrales d’un 
fibré vectoriel intégrable E. D'après ce qui précède, si deux sous- 
variétés V,, V, € À se coupent, alors pour tout point a € N, NW:, 
il existe une sous-variété V,, ouverte aussi bien dans NV, que dans 
N.. telle que a€ N,c N, NN:. Comme W, € J (une sous-variété 
ouverte d’une variété de Ÿ est visiblement contenue dans J), ceci 
montre que l’on peut prendre la famille % pour base d’une nouvelle 
topologie sur M (les ensembles ouverts de cette topologie seront des 
réunions de sous-variétés de XX). On désignera par M£ une variété 
M munie de cette topologie. 

Il est immédiat de voir que l'application identique ME — À 
est continue, c'est-à-dire que tout ensemble ouvert UC M est ou- 
vert aussi dans Af£. En effet, soit a € U, et soit a E N ES. L'’en- 
semble V étant localement connexe, la composante #, de l’ensemble 
N fN Ü, qui contient le point a, est ouverte dans W, c’est-à-dire est 
une sous-variété ouverte de la variété N. Donc, N, € %. Ce qui 
exprime que Ü est la réunion de variétés de X, donc qu'il est ou- 
vert dans Me. D 

D'autre part, il est aisé de voir que la topologie de l’espace ÂfE 
induit sur toute variété V € St (qui, par définition, est un sous- 
ensemble ouvert de l’espace W£) la topologie primitive de la variété 
N, de sorte que, en d’autres termes, toute variété intégrale N EN est 
un sous-espace ouvert de l’espace ME. En effet, tout voisinage du 
point a € NV pour la topologie de la variété W est une variété inté- 
grale de % et, par suite, un ensemble ouvert dans W£. Récipro- 
quement, tout voisinage U de a pour la topologie induite par celle 
de l'espace £ contient une variété intégrale V, € % telle que 
a € N,. Les variétés N et N, étant localement confondues en a, 
il existe une variété VN, € St qui contient le point a et qui est une 
sous-variété ouverte aussi bien de la variété N que de la variété 
N;. La variété N, sera précisément un voisinage de a pour la topolo- 
gie de la variété N', contenu dans le voisinage U. Donc, la topolo- 
gie primitive de la variété N est confondue avec la topologie induite 
sur À par celle de l’espace Ms. OC 

Soit maintenant W une composante connexe de l’espace WE 
(munie de la topologie induite). Toute variété intégrale connexe NW 
contenant un point a € W est contenue dans W (car N est connexe 
aussi en tant que sous-espace de ME). 

En particulier, W contient chaque carte ÜU du point a dans la 
variété /V. U sera un voisinage de a dans W° aussi, puisque U est 
ouvert dans Àf/£ en tant que variété intégrale. Ceci permet de con- 
sidérer chaque carte (U/, k) en a de la variété N comme une carte de 
la variété W. On obtient ainsi sur W une structure différentiable 
compatible avec la topologie. 

La variété différentiable W construite est visiblement une va- 
riété intégrale connexe du sous-fibré Æ, qui contient le point a 
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et qui possède la propriété suivante: toute variété intégrale con- 
nexe du sous-fibré £ renfermant le point a est contenue et ouverte 
dans W. 


Définition 4. On dit qu'une variété intégrale d'un sous-fibré 
E est maximale si elle est connexe et n'est contenue dans aucune 
autre variété intégrale connexe de ce sous-fibré. 

On voit, en particulier, que la variété intégrale construite W 
est maximale. 

On a ainsi prouvé la proposition suivante: 


Proposition {. Par tout point a € M il passe une seule variété 
intégrale maximale W du sous-fibré intégrable E. Toute variété in- 
tégrale connexe du sous-fibré E passant par un point a est une sous- 
variété ouverte de la variété W. [ 


Revenons aux groupes de Lie et considérons une sous-algèbre 
b de l'algèbre de Lie g d’un groupe de Lie connexe G. On rappelle 
que par a(G) on désigne l’algèbre de Lie de dimension infinie de 
tous les champs de vecteurs sur G. Cette algèbre est un module sur 
l’algèbre #(G) de toutes les fonctions différentiables sur G. Pour 
tout sous-fibré E & T(G), les champs de vecteurs situés dans E 
forment un sous-module a(£) du module a(G). L’algèbre de Lie 
g, donc 1, sont des sous-algèbres de a(G). Donc, le sous-module 
#(G)b engendré par la sous-algèbre h sera une sous-algèbre de 
a(G). De plus F(G)g = a(G). 

La première étape de la démonstration du théorème 1 consistera 
à prouver que pour toute sous-algebre b de l'algèbre de Lie g. il existe 


un sous-fibré EY du {ibré tangent T(G), tel que 
(1) a(E?) = F(G)5. 


En effet, soit £Ÿ le sous-espace de T,(G) des vecteurs de la forme 
X4, où À Eh (l'algèbre de Lie g sera interprétée ici comme l’al- 
gèbre des champs de vecteurs invariants à gauche; si g = T.(G), 
le sous-espace EY est l’image de l’espace b € T.(G) par l’applica- 
tion (dL,).). Une vérification immédiate montre que la réunion 


Eÿ= |) EŸ 
a€G 
de ces sous-espaces est un sous-fibré du fibré T(G) possédant la 
propriété (1). [] 


On dira que le sous-fibré ÆEŸ est engendré par la sous-algèbre f. 
D'après ce qui précède, de (1) il s'ensuit que a(£) est une sous- 
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algèbre de l'algèbre a(G), c’est-à-dire que le sous-fibré £Ÿ est invo- 
lutif. Donc, en vertu du théorème de Frobenius (proposition 5 de 
la leçon 7), Le sous-fibré E est intégrable. 

Si la sous-agèbre h est l'algèbre de Lie d'un sous-groupe con- 
nexe À, alors H sera visiblement une variété intégrale du sous-fibré 


EŸ passant par le point e (nous verrons plus bas que cette variété 
est maximale). Donc, pour toute sous-algèbre b, il est naturel d'in- 


troduire la variété intégrale maximale H du sous-fibré £° qui passe 
par e et d'essayer de prouver qu'elle est un sous-groupe de Lie dont 
l'algèbre de Lie est H. 

Pour cela il faut d’abord prouver que H,;m+tr est un sous-groupe 
du groupe Gatstr, C'est-à-dire que zy € Het x”! € H quels que soient 
x, y E H. Les considérations générales suivantes nous permettent 
d'établir ceci sans peine. 

Soient D: M —> M un difféomorphisme, .Ÿ une sous-variété 
de la variété A7. Considérons l’image N°” de la sous-variété N par 
l'application ®. Etant donné que ® est une application bijective 
de Ÿ sur W”, on peut l'utiliser pour transporter la structure diffé- 
rentiable de V à NV’. On fera ainsi de Ÿ” une variété différentiable 
et l'application ® induira un difféomorphisme D: V — N°’ bou- 
clant le diagramme commutatif 


N— 8 Rp 


| 


M—3 "M 


dont les flèches verticales figurent des injections. La commutativité 
de ce diagramme exprime que & = Doro, d'où il s'ensuit 
immédiatement que l'application &” est différentiable et sa diffé- 
rentielle (d’),. en tout point a’EV’ est un monomorphisme. Ceci 
signifie que {V” est une sous-variété de la variété M. Cette sous-variété 
sera appelée image de la sous-variété N par le difféomorphisme ®. 

Si maintenant E est un sous-fibré intégrable quelconque du fibré 
T(M), son image £E” par le difféomorphisme T(®D): T(A1) —+ 
— T(M”) sera un sous-fibré intégrable du fibré T(M’}), et l’image 
de toute variété intégrale maximale du sous-fibré E par le difféomorphis- 
me ® sera une variété intégrale maximale du sous-fibré E’. 

Comme le sous-fibré E’ est confondu visiblement avec E = EŸ 
pour M = M' =6G, E = Efet © = L, (ou D =1,où 1: G—6G 
est l'application zx + z”!), on en déduit que l’image par ® de la sous- 
variété intégrale maximale H du sous-fibré Eÿ qui passe par e est 
la sous-variété intégrale maximale qui passe par le point De, c'est- 
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à-dire que cette image est À si De € FH. Comme, de toute évidence, 
la condition De € H est remplie pour ® = 7, ainsi que pour D — 
— L,, x € H, ceci prouve que Z(H) = H et ZL,(H) = H pour 
z EH, c'est-à-dire que H est un sous-groupe. 

Pour achever la démonstration, il reste à montrer que À est un 
groupe de Lie, c'est-à-dire que les applications (x, y) —> zy et x — 
— zx”! sont différentiables. La différentiabilité de l'application 
x > x! résulte de ce qui précède. S'agissant de l'application 
{x, y)— zy. tout ce qu’on peut dire pour l'instant c’est qu’elle est 
différentiable seulement par rapport à x ou à y séparément. 

Contre toute attente, la démonstration de la différentiabilité de 
l'application (x, y) —> xy par rapport à x et y est un problème assez 
compliqué qui implique des considérations topologiques fines et un 
grand travail préparatoire. Ceci nous contraint une fois de plus à re- 
venir aux bases de la théorie. 


Définition 5. On appelle rang d'une application différentiable 
DO: NV — AI d'une variété N dans une variété M en un point a € N 
le rang de sa différentielle 


(dD),: To) —+ T (A7) 


considérée comme une application linéaire de l’espace vectoriel 
Ta(N) dans l'espace vectoriel T,(M). 

Soient y!, ..., y" des coordonnées locales sur la variété V au 
point a, et x!', ..., x" des coordonnées locales sur la variété A 
au point Da. Soient par ailleurs 


q' (y), ss P'(Y), y — (y', ... ÿ"), 


les fonctions définissant l'application ® dans ces coordonnées. 
Comme la matrice de l'application linéaire (dd), dans les bases 


0 Ô Ô à . . 
(). ..., (zx). et (ho ... (Fo. est la matrice jaco- 
bienne dont les éléments sont les dérivées partielles 


ôqi . 
(2) (55). 1—=1,...,n j=1Â,..., m, 
calculées au point (y'(a), ..., y"(a) ER", le rang de l'appli- 
cation O en a est égal à celui de la matrice d'éléments (2). 

Par continuité, il s'ensuit de là que le rang r’ de l'application D 
en un point quelconque a d’un voisinage U du point a est supérieur 
à son rang r en a: 

r>r. 


Si r'=r pour tout point a’€ U, l'application ® s'appelle locale- 
ment plane en a. 
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Quitte à renuméroter les coordonnées, on peut admettre que 


(3) det |[ 5). | 0 pour i, j—1,...,r. 


Considérons les fonctions y’!, ..., y" définies au voisinage du 
point a par les formules 


9 ( 1 [ou °°? y") pour 1 <Lj<r; 
JW IT y? pour r+i1<j<m. 


D(y'1,...y"") ] : de la 
Du. au étant non nul au point a en vertu de 
condition (3), les fonctions y'}, ..., y" sont des coordonnées 
locales dans un voisinage du point a. Dans ces coordonnées, l’appli- 
cation O est définie par les formules 


Le jacobien 


i y" pour 1<i<r, 

FT p'i(y't, ..., y") pour r+1<i<n. 

Si l'application ® est localement plane au point a, il est aisé 
de voir que dans ces formules les fonctions œ'(y'!, ..., y”), 
r+—1<i<n, ne dépendent pas des coordonnées y'7*}, ..., y", 
c'est-à-dire sont de la forme 

prti(yl, ..., y), ..., ph ..., y). 
Donc. les formules 
r: x pour 1<i<r, 

F7 z'—p'i(zl, ...,z") pour r+1<i<n, 
définissent dans un voisinage du point Da des coordonnées locales 
z'l, ..., x'" telles que l'application ® est définie dans les coor- 
données y'1, ..., y" et z'!, ..., x'" par les formules 
u y'i pour 1<i<r, 

T''—= 
0 pour r+1<i<n. 
Nous avons ainsi prouvé la proposition suivante: 


Proposition 2. Si une application différentiable D: N —+ M est 
localement plane en un point a € N et son rang est égal à ren ce point, 
alors il existe sur les variétés N et M des coordonnées locales y',... 
..., y" et x!, . .., x" (définies respectivement dans des voisinages 
des points a et Ua) telles que 


mo pu pour 1<i<r, 
 \0 pour r+1<i<n. O 
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Appliquée à l'injection &: V — M d’une sous-variété N dans M 
(qui est de toute évidence une application localement plane), cette 
proposition affirme que pour tout point a € N, il existe sur la variété M 
une carte (U, x', ..., x"), a E U, telle que les fonctions 


(4) z'ot,..., z"ot 


sont des coordonnées locales dans un voisinage V du point a sur N, et les 
fonctions 
amor, ..., Tot 


identiquement nulles (dans V). 
La dernière assertion signifie que la sous-variété N est localement 
confondue en a avec la sous-variété plate V, = V de la carte L. 


Remarque 1. L'exemple de l’hélice irrationnelle du tore montre 
que d’une façon générale V, Æ U f} N. 


Comme l'injection t: VV —> M est différentiable, pour toute fonc- 
tion f différentiable sur if, sa restriction for à (V est différentiable 
sur {V (si, bien sûr, cette restriction existe, c'est-à-dire si l’ensemble 
W(P) de définition de f coupe W). Réciproquement, considérons une 
fonction g différentiable sur NV. Supposons que l’ensemble W{(£) 
de définition de cette fonction contient la carte V du point a sur la 
variété V, construite ci-dessus. Alors 


g = g(z'ou, ..., zou) sur V, 


où £ est une fonction différentiable de m variables. Sur une carte U 
du point a sur la variété W, définissons une fonction f au moyen de 
la formule 


f = gx, ..., x"). 


Il est évident que f est une fonction différentiable et for = g. 
Nous avons ainsi établi le lemme suivant: 


Lemme 1. Tout point d'une sous-variété N possède un voisinage V 
tel que toute fonction différentiable sur N est la restriction à V d'une 
fonction différentiable sur M. O 


Corollaire. Si un sous-ensemble N d'une variété différentiable M 
est muni d'une structure de sous-variété, alors cette structure est unique 
pour la topologie de N, c'est-à-dire que toute autre structure de sous- 
variété sur N induira une autre topologie sur N. 


Démonstration. D'après le lemme 1, toute carte diffé- 
rentiable (W, y!, ..., y”) de NV est composée d’un ouvert W et 
de fonctions y}, ..., y" ayant un jacobien non nul et qui sont loca- 
lement des restrictions à Æ de fonctions différentiables sur 4/. 
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Donc, deux structures quelconques de sous-variétés sur W, induisant 
une même topologie sur Ÿ, auront des cartes identiques et, par 
suite, seront confondues. [] 


En faisant varier la topologie, on peut certes obtenir des structures 
différentes de sous-variété sur W. Par exemple, on peut munir tout 
sous-ensemble V € À] de la topologie discrète et en faire ipso facto 
une sous-variète de dimension Zero. 

On obtient un exemple moins trivial en considérant le carré ouvert 
de R°: —1 Lz <1, —1 Ly Li. C'est une sous-variété ouverte 
à deux dimensions pour la topologie induite. Mais on peut en faire 
une sous-variété à une dimension en le munissant d’une topologie 
dont les ouverts sont des ensembles dont l'intersection avec chaque 
intervalle vertical x = x,, —1 << y <'1 est un ensemble ouvert 
(dans cet intervalle). La sous-variété obtenue est composée d’un 
nombre non dénombrable de composantes difféomorphes chacune 
à la droite R. Cette sous-variété sera appelée carré débité. 

De telles pathologies seront exclues si l’on impose à la sous- 
variété d’admettre une base dénombrable. 

Il existe cependant d'autres possibilités de faire varier la topo- 
logie. Considérons par exemple dans le plan 2° l’ensemble (en forme 


de huit) de la figure a. 
a b 


Ce sous-ensemble n'est pas une sous-variété pour la topologie induite 
par la topologie du plan. On peut toutefois en faire une sous-variété, 
et ce de deux manières, en le munissant de topologies plus fortes 
représentées formellement sur la figure b. Dans les deux cas, la sous- 
variété obtenue est difféomorphe à la droite R et, par suite, à l’in- 
_verse des sous-variétés précédentes, est connexe et possède une base 
dénombrable. 


Définition 6. Une sous-variété V (de dimension m) d'une variété 
AT (de dimension n) est dite localement redressable en un point a € N 
s'il existe une carte (U, h) de la variété A7 et un sous-ensemble 
= CR" tels que a E U et l'intersection U MN est la réunion, 
pour la topologie induite par celle de la sous-variété V, de sous- 
variétés plates (cf. page 182) Pr, E € €, de la carte (U, h): 


UNN=U Vi. 
+€8 
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La sous-variété V sera dite localement redressable si elle l’est en cha- 
cun de ses points. 

Les sous-variétés de la figure b ne sont pas localement redres- 
sables. 

L'ensemble « paramétrant » = peut, en général, être quelconque, 
et le fait de son existence ne nous couvre pas encore contre les patho- 
logies. Par exemple, le carré débité est localement redressable, et 
pour chacun de ses points l’ensemble = est un intervalle fermé. 
Mais cet ensemble ne peut être trop grand dans des situations moins 
pathologiques. Par exemple, du fait que toutes les sous-variétés 
V: sont visiblement ouvertes dans W, il s'ensuit immédiatement que 
si une sous-variété localement redressable N possède une base dénom- 
brable, alors pour chacun de ses points a l'ensemble = est au plus dé- 
nombrable. 

Par ailleurs, de la définition de la topologie induite, il s'ensuit 
immédiatement que sé la topologie de la sous-variété N est induite par 
la topologie de la variété enveloppante M, alors la variété N est locale- 
ment redressable et pour chacun de ses points l’ensemble = peut étre 
un singleton. 

Donc, les sous-variétés localement redressables peuvent être 
traitées comme les extensions de sous-variétés munies d'une topo- 
logie induite. 

Pour éviter les mentions, on conviendra une fois pour toutes que 
les cartes (U, h) sont cubiques, c'est-à-dire que l’ensemble À (VU) & 
€ R'" est un cube 


[rtl<c ..., [a l<e. 


Le nombre c sera appelé semi-largeur de la carte (U, h). 

Sous ces conditions, toute sous-variété plate V: sera connexe 
(et non vide) pour JËt[<c,..., [E"M|<e. 

Donc, en particulier, pour une sous-variété V localement redres- 
sable en a, toutes les variétés plates V:, 8 € =, qui forment l’inter- 
section Ü f , seront les composantes connexes de cette intersection 
pour la topologie induite par celle de la sous-variété N. L'exemple 
du carré débité montre qu'en général ceci est mis en défaut pour 
la topologie de la variété enveloppante M. Mais, si la sous-variété N 
possède une base dénombrable, les sous-variétés V: seront les composantes 
de l'intersection UN également pour la topologie induite par celle 
de la variété M. En effet, l'application UfNV — = définie par la 
formule’ 


(2) aix (x #(a), . .., z”(a)), 


est visiblement continue (pour la topologie de la variété M). Donc, 
elle envoie composante de l'ensemble Uf\N dans composante de 
l'ensemble €. Mais les composantes de € sont des points, puisque 
celui-ci est dénombrable. Donc, chaque composante de l’ensemble 
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UfN V est contenue dans l’image réciproque V: d'un point 8€ = 
par l'application (2), donc est confondue avec V:. [ 


Lemme 2. Soient P et M des variétés différentiables, N une sous- 
variété localement redressable de la variété M possédant une base dénom- 
brable, 1: N — M l'injection de N dans M et D: P — N une appli- 
cation de P dans NN telle que la composée 1° D: P — M soit une appli- 
cation continue. Alors l'application O est aussi continue. 

Si, par ailleurs, l'application 1° O est différentiable, il en est 
de même de l'application O. 

Cette situation est illustrée par le diagramme 


Démonstration. Soient bE P et a = ®(b). 

Par définition, il existe dans la variété M une carte (U, k) (pour 
laquelle (a) = 0) telle que l'intersection UfNV est la réunion, 
pour la topologie induite, d’un nombre dénombrable de sous-variétés 
plates connexes V:, E €. L'application & ° O étant continue, il 
existe dans la variété P un voisinage W° du point b dont l'image 
(t° D) (W) est contenue dans U et, par suite, dans Uf} AN. Ceci 
étant, on peut sans restreindre la généralité admettre que le voisi- 
nage W est connexe. Sous ces conditions (une application continue 
envoie ensemble connexe dans ensemble connexe), l’image (1 ° D) (W#) 
du voisinage W par l'application v ° ® sera aussi connexe et donc 
contenue dans une composante V; de l’ensemble Uf\ N. Comme 
O(b) = aet aE V,, cette composante est nécessairement V, = Ÿ. 
Donc, pour le voisinage V du point a dans la variété il existe un 
voisinage W du point b dans la variété P, tel que (WW) & V. Les 
voisinages V formant un système fondamental (une base) de voisina- 
ges du point a dans la variété W, ceci prouve que l'application 
D: P—+ N'est continue en b. Comme le point b € P est arbitraire, 
l'application ® est continue. 

Supposons maintenant que l'application & oc D est di férentiable. 
Pour prouver que l'application O est différentiable, il faut montrer 
que pour toute fonction g différentiable sur W, la fonction g ° D 
est différentiable sur P. Mais, en vertu du lemme 1, la fonction g 
a pour expression locale f cr, où f est une fonction différentiable 
sur M. Donc, la fonction ge ® est confondue localement avec la 
fonction différentiable f + (1° ©) et, par suite, est différentiable. [] 


L'exemple des variétés de la figure b montre que le lemme 2 est 
faux sans la condition de redressement local. 
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Nous pouvons maintenant démontrer le théorème d’unicité 
annoncé : 


Proposition 3. Si un sous-ensemble N d'une variété différentiable 
peut être muni d'une structure de sous-variété localement redressable 
admettant une base dénombrable, il ne peut l'être que d'une seule maniè- 
re. 


Démonstration. Soient 4” et ÂN” des sous-variétés 
localement redressables admettant une base dénombrable, dont 
l’ensemble sous-jacent est N. L'application identique N° + N°” 
est alors justiciable du lemme 2. Donc, cette application est diffé- 
rentiable. L'application identique N"— N'est différentiable pour 
des raisons analogues. Donc, les structures différentiables de NW" 
et N°” sont confondues. [ 


Corollaire. Soient M une variété différentiable, N une sous-va- 
riété de M localement redressable admettant une base dénombrable et 
D: M—> M un difféomorphisme de M sur M tel que ŒOaEnN et 
D-la € :V pour tout point a € N. Sous ces conditions, l'application 
N — N induite par le difféomorphisme © est aussi un difféomor- 
phisme. 


Démonstration. Soit V’ l'image de la sous-variété WN 
par le difféomorphisme ©. Il est évident que V” est aussi une sous- 
variété localement redressable admettant une base dénombrable. 
De plus, elle est confondue par hypothèse avec en tant qu’en- 
semble. Donc, d’après la proposition 2, elle sera confondue avec 
et en tant que variété. Par conséquent, le difféomorphisme N — N° 
induit par le difféomorphisme ® sera bien un difféomorphisme 
NN. D 


Les résultats acquis appellent la question suivante: sous quelles 
conditions une sous-variété admet-elle une base dénombrable ? 
On se propose de montrer que pour qu’une sous-variété connexe pos- 
sède une base dénombrable, il suffit que la variété ambiante Af en 
possède une. 


Lemme 3. Supposons que pour un espace topologique connexe X 
il existe un recouvrement ouvert {U,} tel : 

4) tout ensemble UÜ, (muni de la topologie induite) est un espace 
admettant une base dénombrable;: 

2) pour tout «, il existe un nombre au plus dénombrable d'ensembles 
U, coupant U, 


A lors, l'espace X possède une base dénombrable. 
Démonstration. Il suffit de prouver que À est la réunion 


d'une sous-famille dénombrable (ou finie) du recouvrement {US}. 
Figeons un U, . # © et considérons les éléments VU, de ce recouvre- 
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ment pour lesquels existe une suite finie 
Us Uase + ++ Ua, 

d'éléments du recouvrement {L’,.} tels que VU, = U, et Ua, N 
N La, # D pour tout i — 1, ..., n. De la condition 2) il s'ensuit 
immédiatement que ces éléments forment une sous-famille au plus 
dénombrable du recouvrement {U,}. Soit X” leur réunion. 1l est 
manifeste que X” est ouvert (et pas vide). Il est aussi fermé, puisque 
sirEX'et re U,, alors X'NU, # ©, et, par suite, U, coupe 
un élément de la sous-famille construite, donc appartient lui-même 
à cette sous-famille. Par conséquent U, € X et x € X. Etant un 
sous-ensemble non vide ouvert et fermé de l’espace connexe X, l’en- 


semble X’ est confondu avec X tout entier. Donc, X possède une base 
dénombrable. 


Lemme 4. Supposons que pour un espace connexe X, il existe un 
recouvrement ouvert dénombrable {U,} dont chaque élément U, est 
la réunion d'ensembles ouverts disjoints Uz, ,. possédant une base 


dénombrable. Alors, l'espace X possède aussi une base dénombrable. 


Démonstration. Il suffit de prouver que le recouvre- 
ment ouvert {U%, «,} Satisfait la condition 2) du lemme 3. Le 
recouvrement {U,} étant dénombrable, il suffit de montrer que quels 
que soient k, L'et &,, il existe un nombre au plus dénombrable d’en- 
sembles Ü;,4, coupant Ur, x, Supposons le contraire, c'est-à-dire 
supposons qu'il existe un famille non dénombrable d'ensembles 
Ui, a, coupant Ur; a, En prenant un point dans chaque intersec- 
tion, on obtient dans l;, 4, un sous-ensemble non dénombrable de 
points isolés (on rappelle que les ensembles L'; æ, Sont disjoints 
par hypothèse). Comme tout sous-ensemble discret d’un espace 
admettant une base dénombrable est au plus dénombrablie, l'exis- 
tence. d’un tel sous-ensemble non dénombrable contredit le fait que 
Ux. x, est un espace admettant une base dénombrable. Donc,{l'}. 2, 
est coupé par un nombre au plus dénombrable d’ensembles U}, a," 0 


Corollaire 1. Tout espace revêtant un espace admettant une base 
dénombrable admet lui-même une base dénombrable. 


Démonstration. Les images réciproques des éléments 
d'un recouvrement dénombrable composé d’ensembles revêtus sans 
pli forment un recouvrement de l'espace de revêtement, satisfaisant 
les conditions du lemme 4. [] 


Corollaire 2. Si pour un espace connexe X, il existe un homéomor- 
phisme local 
f: X—R", 
alors X possède une base dénombrable. 
13—01642 
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Démonstration. Soit {U,} une base dénombrable de 
l'espace 2” formée d'ouverts connexes (par exemple de parallélé- 
pipèdes), et soient V,, , des sous-ensembles ouverts de l'espace À 
appliqués au moyen de f sur U, (œ parcourt ici un ensemble d'indi- 
ces À, dépendant de k et susceptible d'être vide pour certains k). 
Dire que f est un homéomorphisme local revient à dire que les en- 


sembles 
Vr= U Vars 
€ \} 
recouvrent XÀ tout entier. Pour pouvoir appliquer le lemme 4, il 
nous faut donc montrer seulement que les ensembles connexes ouverts 
V4, à Sont les composantes des ensembles F,, c'est-à-dire que quels 
que soient a, BE A;, si Vo N Vas  W, alors Vro — Vas. 
Soit W= Via NVis ©, et soient 
La: Ur + Virus Ls: Ur + Vi,s 
les homéomorphismes réciproques de fr, et flv, s" Siz, EW 
et x — limz,, alors f(x) — lim f(r,) et ga(f(x:)) = x, Donc, 
LB (f (x)) — lim £g p((tn)) — lim Tan —= LT. 

Donc, six E V,. 4 (et, par suite, f (x) € L':), alors x € Vis. c'est- 
à-dire que x € W. Ceci exprime que W est fermé dans |”,,,. Comme 
W est, de plus. ouvert dans F,, (et pas vide), et que F,, est con- 
nexe (car homéomorphe à l’ensemble connexe U,), ceci n'est pos- 
sible que pour V,,, — W. On montre de façon analogue que V,.8 — 
= W. Donc, Via = Vas: O 


Corollaire 3. Toute sous-variété connexe N de la variété R" possède 
une base dénombrable. 


Démonstration. Soient à+!. ..., x" des coordonnées 
dans R" (dans une certaine base), et soit & l'injection AN — À. 
Considérons pour un m-uple & = (i,. .... im) d'indices 1, 


(m étant la dimension de la variété .V) un sous-ensemble }, de La 
variété V composé de points a E V au voisinage de chacun desquels 
les fonctions z'tot, ..., x'm o t sont des coordonnées locales. Il est 
évident que V, est ouvert dans V. De plus (cf. proposition 3), tout 
point a€ N appartient au moins à un ensemble V,. Soit V, une 
composante de l’ensemble V,. L'application VS — R” définie par 
la formule 
a +» (zü(a), ..., xim(a)), a € Va, 


est un homéomorphisme local par construction. Donc, d'après le 
corollaire 2, l’ensemble connexe V{ possède une base dénombrable. 
Par conséquent, le recouvrement ouvert fini {V,} de la variété V 
satisfait les conditions du lemme 4. Par suite, la variété V possède 
une base dénombrable. [ 
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Nous pouvons maintenant prouver le théorème annoncé plus 
haut. 


Proposition 4. Toute sous-variété connexe \ d'une variété M admet- 
tant une base dénombrable est une variété qui admet une base dénom- 
brable. 


Démonstration. Soit {U,} un recouvrement dénombrable 
de la variété M, formé de cartes, et soit V, — U,f\{V. Les ensem- 
bles V, sont ouverts dans Ÿ et tout point a € W appartient au moins 
à l’un d’eux. Chaque composante V, de V, est une variété diffé- 
rentiable connexe, difféomorphe à une sous-variété de l’espace R”. 
Donc, d'après le corollaire 3, cette composante possède une base 
dénombrable. Ceci exprime que le recouvrement ouvert {V,} de la 
variété V satisfait toutes les conditions du lemme 4. Donc, la variété 
N possède une base dénombrable. [: 


L'applicabilité des résultats acquis ci-dessus aux groupes de 
Lie est assurée par la proposition suivante: 


Proposition 5. Tout groupe de Lie connexe G possède une base 
dénombrable. 


Démonstration. Soit Ü un voisinage de l'unité du groupe, 
difféomorphe à un ouvert de R" et tel que U-! = U. Choisissons 
dans ÜU un ensemble Y dénombrable partout dense et considérons 
l'ensemble Z de tous les éléments du groupe G de la forme y,y, ... 
….... Yhs OÙ Yy, - -…, Yr E Ÿ (k est arbitraire). Il est manifeste que 
l’ensemble Z est dénombrable. Le groupe G étant connexe, il est 
engendré par le voisinage U, c'est-à-dire que tout élément x de G 
est de la forme zirs . .. Zn, OÙ 21, Ze. . . ., Zn E U. Soit zx = 
= Lile ... Zi, i = 1, ..., k (en particulier, x) = x, et zx) = 
— x). De la continuité de la multiplication de G, on déduit par une 
récurrence évidente que l'unité de G possède un voisinage V tel que 


Vert rer... rm Vr € U. 

L'ensemble Y étant partout dense dans L’, le voisinage Vz, du point 
z; EU contient un point y, E Y. Soit v, = y;x;'E V. Alors 
YiYoe + - + YU — Val Valeo - - + Url — 

= Vi Ta Net) TNT) + + + *T(RANVR TR) TR) = UT 
où u € U. Ceci exprime qu'un point z — y, ... y, € Z est tel que 
zx € Uz (on rappelle que U-! = Ü par hypothèse). Ceci prouve que 
les ouverts de la forme Uz, z E Z, recouvrent G. Comme Z est dé- 
nombrable et les ensembles ÜUz (qui sont homéomorphes à U) possè- 


dent une base dénombrable, on en déduit que G possède aussi une 
base dénombrable. j; 


13* 
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Corollaire. Toute sous-variété connexe d'un groupe de Lie connexe 
est une variété admettant une base dénombrable. 


En particulier, une variété intégrale maximale H du sous-fibré Æ£b 
est une sous-variété possédant une base dénombrable. Ceci étant, 
il est immédiat de voir qu'elle est localement redressable. En effet, 
dans toute variété M, chaque variété intégrale maximale W d'un sous- 
fibré intégrable E est localement redressable, puisque la variété M 
est recouvrable par des cartes telles que chacune de leurs sous-varié- 
tés plates V: est une variété intégrale du sous-fibré E ; c'est pourquoi 
l'intersection de W avec une telle carte sera, puisque W est maxi- 
male, la réunion de certaines dé ces sous-variétés, ce qui exprime 
par définition que la variété W est localement redressable. [ 


Remarque 2. Que la variété intégrale A soit localement redres- 
sable résulte encore du lemme général suivant: 


Lemme 5. Une sous-variété connexe H d'un groupe de Lie G pour 
lequel l'ensemble Hapser est un sous-groupe du groupe) Gawstr est 
localement redressable. 


Démonstration. On sait que dans G il existe une carte 
U, x!', ..., x") au point e telle que la sous-variété plate 
q P 


V:z"#—0, ..., zx" =0 


est un voisinage du point e dans la sous-variété H et un sous-grou- 
puscule du groupuscule U. Dans l'algèbre de Lie 1(G) = (UV), 
à ce sous-groupuscule est associée la sous-algèbre b = ((Ÿ). 

Sans nuire à la généralité, on peut visiblement supposer que les 
coordonnées x!, ..., x" sont des coordonnées canoniques définies 
par une décomposition de la forme 1(G) = h @ f. Alors, les sous- 
variétés plates V: de la carte Ü seront (cf. leçon 7) les classes aŸ — 
— aHAÜ du sous-groupuscule V. L’intersection UM H étant la 
réunion des classes aŸ pour lesquelles a € UfN H, ceci prouve que 
UNH est la réunion de certaines sous-variétés plates F:. Donc, 
la sous-variété H est localement redressable au point e. 

Soit maintenant a un élément quelconque de A. Considérons le 
difféomorphisme L,: G—-G. Ce difféomorphisme applique À sur 
lui-même et envoie le point e en a. Donc, la sous-variété H est loca- 
lement redressable en a aussi. [ 


La sous-variété À admettant une base dénombrable et étant 
localement redressable, il vient, en vertu du lemme 2, que toute 
application D: PH d'une variété différentiable quelconque P 
dans la variété intégrale H, telle que la composée 


toD:P—+G 
de O et de l'injection 1: H — G soit différentiable, est différentiable. 
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Appliquons cette affirmation à la variété P — H X Het à l'ap- 
plication uy: (x, y) —> xzy. Comme on le diagramme commutatif 


Le 
HXH 7 pH 


| | 


GXG —— G 
BG 
et que les applications & X Let u, sont différentiables, il en est de 
même de toy, donc de uy. 

Ceci prouve que la variété invariante maximale H du sous-fibré 
Eÿ est un groupe de Lie, et, par suite, un sous-groupe du groupe de 
Lie G. 

On désignera ce sous-groupe par G(6). 


Remarque 3. D'après le lemme 5 les raisonnements produits 
montrent aussi que La sous-variété connexe H du groupe de Lie G 
sera son sous-groupe si l’ensemble H;vsrr est un sous-groupe du groupe 
Gabstr. | 

Comme l’espace tangent en e au sous-groupe À — G(t) est le 


sous-espace E° — f, l'algèbre de Lie du sous-groupe H est la sous- 
algèbre donnée f. 

Nous pouvons passer maintenant à la démonstration du théo- 
rème f. 


Démonstration du théorème 1. Nous savons 
déjà qu’à tout sous-groupe À du groupe de Lie G est associée la 
sous-algèbre :) — ((H) de l'algèbre de Lie g — 1(G), et à toute 
sous-algèbre bg, un sous-groupe connexe HA = G{(G). et de 
plus ((4) — 5. Pour achever la démonstration du théorème 1, 
il nous reste à prouver seulement que pour tout sous-groupe connexe 
H du groupe de Lie G, on a l'égalité H = G(&), où à = 1 (A). 
Or, les sous-groupes H et G(t) ont la même algèbre de Lie &. donc 
ils sont confondus en tant que groupuscules (cf. leçon 7). Ceci signi- 
fie que les sous-groupes H et G(6) possèdent les mêmes voisinages 
de l'unité. Donc, H = G(6), puisque étant connexes, les groupes À 
et G(b) sont engendrés par chaque voisinage de l'unité. O 
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Autres définitions de la notion de sous-groupe d’un groupe 
de Lie.— Sous-groupes topologiques de groupes de Lie.— 
Sous-groupes fermés de groupes de Lie.— Groupes algébriques. 
— Groupes des automorphismes d'’algèbres.— Groupes des 
automorphismes des groupes de Lie.— Idéaux et sous-groupes 
invariants.— Variétés quotients des groupes de Lie.— Grou- 
pes quotients de groupes de Lie.— Calcul des groupes fonda- 
mentaux.— Simple connexité des groupes SU(7) et Sp(n). 
— Groupe fondamental du groupe U(n). 


La remarque 3 de la leçon précédente nous donne une définition de 
la notion de sous-groupe d'un groupe de Lie, formellement plus 
large. Il s'avère que les conditions imposées aux sous-groupes des 
groupes de Lie peuvent être relâchées dans d'autres directions. 
On dit qu'une application différentiable D: N — M est une 
immersion si pour tout point a € N, l'application linéaire 


(dD)a: Ta(V) + Toi) 


est un monomorphisme (est injective). 


Proposition 1. Tout monomorphisme D: H —G de groupes de 
Lie est une immersion. 


Démonstration. Considérons l'application exponentielle 
exp: {(G) —G. 


Si les éléments de l’algèbre {(G) sont traités comme des sous-grou- 
pes à un paramètre, cette application est définie par la formule 


exp f — (1). 
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Comme 1(D)B — Do (proposition 5 de la leçon 2), on en déduit 
le diagramme commutatif 


1(0) 


X CH) 1(G) 
exp | exp 
H G 


Si l'application linéaire ((®) = (dD), n'est pas injective, il existe 
dans un voisinage normal du zéro de l'algèbre 1(4) = T.(A) un 
vecteur À non nul appartenant au noyau de l'application 1(®), 
c'est-à-dire tel que [(D)A = 0. Mais alors 


(D cexp)A = (exp o ((D))A = exp 0 = e, 


et, par suite, exp À = e (puisque l'application ® est injective). 
Comme ceci est impossible (l'application exp est un difféomorphisme 
sur un voisinage normal), on en déduit que l'application (d®), 
est un monomorphisme. 

Par ailleurs, le fait que l'application ® est un homomorphisme 
signifie que pour tout élément a € H, on a la relation 


Doll, = Loa © D. 


Pour les différentielles cela signifie qu'on a le diagramme commu- 
tatif 


(dL.) 
TH) —— "> TT, (H) 


uox| (do); 


TG Le 5.7 Tea(G) 


d’où il s'ensuit (puisque les flèches horizontales sont des isomorphis- 
mes) que l'application (dD), est aussi un monomorphisme. [] 


Corollaire. Un groupe de Lie H pour lequel H,j:tr est un sous- 
ensemble de Gapstr et l'injection 1: H— G un homomorphisme de 
groupes de Lie, est un sous-groupe du groupe de Lie G. 


Démonstration. En vertu de la proposition 1, l'applica- 
tion « est une immersion, ce qui exprime que À est un sous-gronpe 
du groupe de Lie G © 


D'après ce corollaire, Les groupes de Lie de matrices introduits dans 


la leçon 3 ne sont autres que des sous-groupes du groupe de Lie 
GL(n; R). 
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Les sous-groupes À du groupe de Lie G les plus intéressants sont 
manifestement ceux dont la topologie est induite par celle du groupe 
G, c'est-à-dire ceux pour lesquels le groupe topologique Hip est 
un sous-groupe du groupe topologique G+.p.- Nous les appellerons 
sous-groupes topologiques de groupes de Lie. 

On rappelle qu’un sous-ensemble À d’un espace topologique X 
est par définition localement fermé si tout point a € À admet dans X 
un voisinage Ü tel que l'intersection À f] U est fermée dans U. 
Nous avons déjà eu affaire à cette notion dans la leçon 7 en étudiant 
les sous-groupuscules. 

Nous aurons besoin du lemme suivant de la théorie des groupes 
topologiques : 


Lemme 1. Tout sous-groupe localement fermé H d'un groupe topo- 
logique G est fermé. 


Démonstration. Soit U un voisinage du point e tel 
que HAN U soit fermé dans U. Il est évident que sans nuire à la 
généralité on peut admettre que U*! — U. Considérons un point 


quelconque x € H. Alors xUNH-ZÆ@. Soit yEzxzUMNH. La 
translation à gauche L,,: a —+ ya étant un homéomorphisme, l'en- 
semble y(U°N H) est fermé dans yU. Or, comme y € H, il vient 
y(UN H) = yUNH, donc yUMNH est fermé dans yl'. c'est- 
àa-dire que yl'N À NAyl = yUNH. Par ailleurs, x € yl'7! = yU, 
donc zxEyUNHE yl'NH. Par conséquent, rEyl'N A, et 
zECH O0 


On dira qu'un sous-groupe A d’un groupe de Lie G est fermé 
si l'ensemble de ses points est un sous-ensemble fermé de G. 

On remarquera que la topologie du sous-groupe À ne figure sous 
aucune forme dans cette définition. Il n'empêche toutefois qu'elle 
est fixée de façon unique par la condition de fermeture : 


Proposition 2. Un sous-groupe H d'un groupe de Lie G est fermé 
si et seulement si sa topologie est induite par celle du groupe G, c'est- 
à-dire si et seulement s'il est un sous-groupe topologique. 


"Démonstration. D’après le lemme 1, nous prouverons 
la condition suffisante lorsque nous aurons établi que foute sous- 
variété N dont la topologie est induite par celle de la variété ambiante M 
est localement fermée. Or, ceci coule presque de source. En effet. tout 
point d’une telle sous-variété possède dans / un voisinage L qui 
coupe .V suivant une sous-variété plate V dans U. D'autre part, 
il est clair que toute sous-variété plate est localement fermée. 
Pour établir la condition nécessaire, nous utiliserons le fait 
que tout sous-groupe fermé Æ d'in groupe de Lie G est une sous- 
variété localement redressable :dmettant une base dénombrable. 
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Donc, il existe dans G un voisinage L’ de l'unité e tel que l'inter- 
section Uf}\H est la réunion d'un nombre dénombrable de sous- 
variétés plates V:, EEE R"". Ceci étant, le sous-groupe H 
étant fermé, l’ensemble © (qui est l'image de l'ensemble (/fN H 
par l'application continue définie par la formule (2) de la leçon 
précédente) est localement fermé. Etant dénombrable, il possède 
donc au moins un point isolé E,. La sous-varieté plate correspondante 
V:, est telle que chacun de ses points a possède dans Ü un voisinage 
U’, tel que l'intersection L’, N H est contenue dans V':,, et, par suite, 
est un voisinage du point a dans H. Cela signifie que le point a 
possède dans Ü (donc dans G) un système fondamental de voisinages 
découpant un système fondamental de voisinages du point a dans A. 
En appliquant la translation à gauche L:,-1, on trouve que cette 
propriété est caractéristique pour tout point b € H. Mais alors la 
topologie de À sera, par définition, induite par celle de l’espace 
ambiant G. [) 


D'après le corollaire du lemme 1 de la leçon précédente (ou, si 
l'on veut, d’après le corollaire de la proposition 3 de la leçon 4), 
on déduit de la proposition 1 que {out sous-groupe fermé H d'un 
groupe de Lie G est muni d'une seule structure de variété différen- 
liable. 

Ce qui est étonnant c'est que seule la condition de fermeture suf- 
fit pour que À soit muni d'une structure différentiable qui en fait 
un groupe de Lie et un sous-groupe du groupe de Lie G. 


Théorème 1 (Cartan). Si un sous-ensemble fermé H d'un groupe 
de Lie G est un sous-groupe du groupe G;.tr. alors H est muni d'une 
seule structure différentiable (compatible avec la topologie induite 
sur H) pour laquelle H est un sous-groupe du groupe de Lie G (et, en 
particulier, est un groupe de Lie). 


Démonstration. Tout groupe de Lie G est en même temps 
groupuscule de Lie. Comme À est fermé, pour tout voisinage U 
du point e dans le groupuscule G, l'intersection L’'f] À est fermée 
dans Ü. Donc, H est un sous-groupuscule du groupuscule de Lie G 
(cf. définition 1 de la leçon :). Par conséquent, d’après le théorème 
de Cartan pour les groupuscules (proposition 1 de la leçon 7). le 
groupuscule À est localement plat, c'est-à-dire, en d’autres termes, 
son intersection Uf\] H avec une carte Ü en e est une sous-variété 
plate de cette carte de la forme exp l, où y est une sous-algèbre 
de l'algèbre de Lie g — 1(G). Ceci signifie que Æ est localement 
confondu en e avec le sous-groupe connexe G(b) du groupe de Lie G. 
Comme tout voisinage d'un groupe topologique connexe engendre 
le groupe tout entier (lemme 3 de la leçon 9), ceci prouve que le 
groupe G(ÿ) (plus exactement, le groupe G(b),psir muni de la 
topologie induite) est confondu avec la composante de l'unité A, 
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du groupe Æ. Ceci munit le groupe X,. donc le groupe H tout entier, 
d’une structure différentiable pour laquelle ce groupe est un sous- 
groupe du groupe de Lie G. 

D'après la remarque faite ci-dessus, cette structure différentiable 
est unique. puisque le sous-groupe À est fermé. 


À noter qu'étant fermé, le sous-groupe À de G sera sous-groupe 
topologique de G. 


Le théorème 1 est un puissant outil de reconnaissance des grou- 
pes de Lie. 


Exemple. On dit qu’un sous-groupe du groupe GL(n; R) 
(resp. GL(r; €C)) est un groupe algébrique s’il est l'intersection du 
groupe GL(n; R) (resp. GL(n; €C)) avec une variété algébrique 
de l'espace R(n) = R"° (resp. de l’espace C(n) = C'°), c’est- 
à-dire avec l’ensemble des zéros communs d'un système de polynô- 
mes en #7 indéterminées. 

Comme toute variété algébrique est visiblement fermée, il vient, 
en vertu du théorème 1, que fout groupe algébrique est un groupe de 
Lie de matrices. 

Ceci prouve immédiatement que tous les groupes de la leçon 1 
(SL(n), O(n), Sp(n), U(n), etc.) sont des groupes de Lie (à noter 
que le groupe U(n) doit être traité non pas comme un sous-groupe du 
groupe GL(n; €), mais, en vertu de l'inclusion GL(n; C) 
« GL(2r; BR), comme un sous-groupe du groupe GL(2n; ?à)). 


Soit £ une algèbre de dimension finie (généralement non asso- 
ciative et non de Lie) sur le corps R ou C, et soit e,, ..., e, une 
de ses bases. Il est évident qu'une application linéaire inversible 
D: 4 — A est un automorphisme de l'algèbre #4 si et seulement 
si (ee) — D(e;) Des) pour tous i, j — 1, ...,n. Par consé- 
quent, si (e;) = re; et exe; = cie, et donc 


D (ee) = D(cier) = core, 


l 
Des) D(e;) = (riep) (Se4) = Cartier. 
alors D est un lautomorphisme si et seulement si 
k_ l 
Cijth = CprTiT} 

quels que soient à, j, L — 1, ..., nr. Ceci signifie que les matrices 
(x) associées aux automorphismes de l’algèbre #4 forment un groupe 
algébrique. donc différentiable. Donc, la donnée d’une base e,, . .. 

., €n définit un isomorphisme du groupe des automorphismes 


Aut # de l'algèbre .{ sur un groupe de Lie algébrique de matrices. 
La structure de groupe de Lie transportée sur Aut 4 au moyen de 
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cet isomorphisme ne dépend pas de toute évidence du choix de la 
base e,, ..., e,. Donc, le groupe Aut 4 des automorphismes d'une 
algèbre 4 de dimension finie est un groupe de Lie. 

Trouvons l'algèbre de Lie de ce groupe. 


Proposition 2. L'algèbre de Lie du groupe Aut .4 est l'algèbre de 
Lie Der «4 de toutes les dérivations de l'algèbre 4 : 


I(Aut 4) = Der 4. 


Démonstration. En choisissant une base dans :{, on 
peut considérer que le groupe Aut #4 et l'algèbre de Lie Der 4 
sont composés de matrices. 


Soit D € Der .4. Alors. pour tous éléments x, y € et tout 
p >0, on aura l'égalité 


P 
D'(xy) = >, (7) Diz-DP-iy (formule de Leibnitz) 
i=0 
et, par suite, 


Œ 


(etD) (ay)= D ++ DP(zy) = 


= 2 > ar(r)#-Dz Dry 


— (> À Dir) (> + Dix) = etDx.etDy 


(la convergence de toutes ces séries s’acquiert par des calculs classi- 
ques à l’aide des normes matricielles). Ceci signifie que et? € Aut 4, 
donc que D E I(Aut .#). 

Réciproquement, soit D El(Aut.#), c'est-à-dire que e2€ 
E Aut 4. Alors 


(etD — E) (xzy) = etDr. etDy — Z°y = 


= (e'Dr — x) etDy — x (etPy — y), 
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donc, 
tD 
D (xy) = lim (e_—E)(zy) = 
10 e 
tD tD, 
= Jim LE etDy + lim x 2 — 
t—0 1.0 


— Dz-y-+ x. Dy. 
Et, par suite, D € Der #4. (] 


Supposons, en particulier, que .# est l'algèbre de Lie g d’un 
groupe de Lie connexe G. Comme le foncteur de Lie est fidèle (cf. 
leçon 10) sur la catégorie des groupes de Lie simplement connexes, 
tout automorphisme 9 — g de l'algèbre de Lie gest réalisé par un 
automorphisme G —+ G du groupe de Lie G. Ceci montre que le groupe 
des aulomorphismes Aut G d’un groupe de Lie simplement connexe G 
est isomorphe au groupe des automorphismes Aut g de son algèbre de 

ie g: | 
Aut G = Aut g. 
En transportant la structure différentiable de Aut g à Aut G au 
moyen de cet isomorphisme, on munit Aut G d’une structure de 
groupe de Lie. Ceci étant, d’après ce qui a été dit plus haut, l'algèbre 
de Lie du groupe de Lie Aut G sera l'algèbre de Lie Der g: 


{((Aut G) = Der 1(G). 
Pour obtenir le même résultat pour un groupe de Lie connexe G, 


considérons son revêtement universel G. On sait (cf. leçon 9) que G 
dépend fonctoriellement de G et, par suite, tout automorphisme 


®:G—G définit un seul automorphisme D: 6 —+G tel que l'on 
a le diagramme commutatif 


Ceci définit l’application (qui est visiblement un monomorphisme) 
Aut G— Aut G. 


L'image de ce monomorphisme est composée d'automorphismes 


Y: GG pour lesquels l'égalité (a) — x(b) entraîne l'égalité 
rY(a) = nY(b). Cette condition revient exactement à dire que 
l’automorphisme VW envoie dans lui-même le noyau À = Ker x 
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du revêtement x. Donc, l'ensemble de ces automorphismes est ferme, 


et. par suite, (théorème 1) est un sous-groupe du groupe de Lie Aut G, 
donc un groupe de Lie. En transportant cette structure de groupe de 
Lie sur le groupe Aut G, on fait de ce dernier un groupe de Lie. 

Nous avons ainsi prouvé que le groupe des automorphismes d'un 
groupe de Lie connexe est un groupe de Lie. 


Revenons maintenant aux groupes de Lie et à leurs sous-groupes 
fermés. Comme l'algèbre de Lie g = ((G) définit de façon unique 
le groupe de Lie simplement connexe G, toutes les sous-algèbres 
de l'algèbre de Lie g se répartissent en deux classes: aux sous- 
algèbres d'une classe sont associés les sous-groupes fermés du groupe 
de Lie simplement connexe G, et aux sous-algèbres de l’autre classe, 
les sous-groupes non fermés. Ceci pose le problème de la caractéri- 
sation algébrique intérieure des sous-algèbres de ces classes, ou, ce 
qui revient au même. des sous-groupes correspondants. Nous n'étu- 
dierons pas ce problème dans le cas général, nous contentant du 
résultat suivant, semble-t-il le plus intéressant et le plus inattendu : 


Théorème 2. Tout sous-groupe invariant connexe H d'un groupe 
de Lie simplement connexe G est fermé. 


Prouvons tout d'abord une proposition caractérisant les sous- 
algèbres de Lie associées aux sous-groupes invariants: 


Proposition 3. L'algèbre de Lie 1(H) de tout sous-groupe inva- 
riant H d'un groupe de Lie G est un idéal de l'algèbre de Lie 1(G) 
du groupe G. Réciproquement, si un sous-groupe H est connexe et 
l'algèbre de Lie \(H) est un idéal de l'algèbre de Lie 1(G), alors le 
sous-groupe H est invariant. 


Démonstration. Cette proposition est complètement 
analogue à la proposition 2 de la leçon 7 et peut être prouvée exacte- 
ment de la même manière. Mais pour varier nous allons produire 
une autre démonstration basée sur la proposition 2 de la leçon 7. 

Il est évident que, d'après cette proposition, il suffit de montrer 
qu'un sous-groupe connexe H d'un groupe de Lie G est invariant si et 
seulement si un voisinage quelconque V de son unité est un sous-grou- 
puscule .invariant du groupe G (considéré comme un groupuscule). 
En effet, si H est invariant, V l’est par définition. Réciproquement, 
supposons que Ÿ est invariant et soit g € G. Il existe alors dans V 
un voisinage W de l'unité tel que g-'W£g € V. Comme H est un 
groupe connexe, ses éléments a sont de la forme a;,a, ... a,, où 
Ar ns +. AR EW. Donc, 


g”'ag = gla;g-g”l'asg- ... -g7'a,£g EFV-V-....-V<eH. 


Donc, le sous-groupe À est invariant. 
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A noter qu'il existe des sous-groupes H non invariants et non 
connexes pour lesquels la sous-algèbre ((H) est un idéal de l'algèbre 
de Lie 1(G). Leurs composantes de l'unité sont invariantes. 

La proposition suivante est un complément essentiel à la pro- 
position 3: 


Proposition 4. Le noyau Ker ® de tout homomorphisme D: G— H 
de groupes de Lie est un sous-groupe du groupe de Lie G. L'algèbre 
de Lie ((Ker ©) est confondue avec le noyau Ker 1(®) de l’applica- 
tion induite ((D): ((G) —1(H) d'algèbres de Lie: 


t((Ker D) = Ker [(D). 


Démonstration. Le noyau Ker O étant fermé, la pre- 
mière affirmation résulte du théorème Î. Tout groupe à un para- 
mètre B: R — Ker D de ce noyau est envoyé par l’homomorphisme 
© dans une application constante, c’est-à-dire dans le zéro de l'algèbre 
I(H). Donc, 1(Ker D) € Kert(®). Réciproquement, si un sous- 
groupe à un paramètre Bf: ?—+G du groupe G est contenu dans 
Ker1(®), alors ® of — const. c'est-à-dire que Bit) € Ker D 
pour tous les t € Ret, par suite, B E1(Ker D). Donc, Kert1(®) & 
€ l(Ker D). 

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 2. 


Démonstration du théorème 2. Soient g = 
— {(G) et b = ((4). Le sous-groupe H étant invariant, la sous- 
algèbre à est un idéal, et donc est définie l'algèbre quotient g/5. 
D'après le théorème 1 de la leçon 10 (à noter que pour l'instant ce 
théorème n’a été prouvé que sous l’hypothèse de la véracité du théo- 
rème d’Ado), il existe un groupe de Lie simplement connexe N dont 
l’algèbre de Lie est g/h. Comme le foncteur de Lie est fidèle sur la 
catégorie des groupes de Lie simplement connexes, il existe un homo- 
morphisme O: G —- .V de groupes de Lie réalisant l’homomorphisme 
canonique œ@: g—>g/, c’est-à-dire tel que 1(D) = œ. En vertu 
de la proposition 4, le noyau Ker ® est un sous-groupe fermé dont 
l'algèbre de Lie est 


t((Ker D) = Ker ((D) = Ker q = f. 


La composante de l’unité (Ker ®), de ce noyau est fermée aussi et 
son algèbre de Lie est aussi l'idéal 5. Donc, le groupe de Lie G 
contient deux sous-groupes connexes H et (Ker D). ayant la même 
algèbre de Lie. Donc, H = (Ker O),, en vertu du théorème 1 de la 
leçon précédente. Et, par suite, le sous-groupe À est fermé. O 


Remarque 1. La proposition 3 dit que la correspondance de Lie 
associe biunivoquement les sous-groupes invariants connexes du 
groupe de Lie G aux idéaux de l'algèbre de Lie g. Il est évident que 
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dans ces conditions si le groupe Gest le produit direct A X B de deux 
sous-groupes invariants À et B, l'algèbre de Lie g sera la somme directe 
a ® b des idéaux a = 1(A)et b — ((B). Mais la réciproque est 
généralement fausse même pour des groupes de Lie connexes G. 
Sig=a@b, et À et B sont des sous-groupes invariants d'un 
groupe connexe G tels que {(4) = a et 1(B) = 6, le groupe G 
n'est pas nécessairement le produit direct À X B des groupes À et B. 
On peut tout au plus affirmer que le groupe G est eugendré par les 
groupes À et B (puisque tout élément d'un voisinage normal arbi- 
traire est visiblement le produit d'éléments des groupes À et B, 
et le groupe G. étant connexe, est engendré par ce voisinage) et que 
l'intersection À f\ B sera un sous-groupe invariant de dimension 
zéro. puisque c’est un sous-groupe du groupe de Lie G ayant une 
algèbre de Lie nulle. En particulier. si l'intersection À AB est 
fermée (ce qui, en vertu du théorème 2, a toujours lieu si le groupe G 
est simplement connexe). elle est discrète. De plus, si les sous- 
groupes À et B sont connexes, alors étant continue, l'application 
(a. b) —> aba”'b"! de la variété connexe À X B dans la variété 
discrète À N\ B envoie la variété À X B tout entière dans le point 
e EG. c'est-à-dire que les sous-groupes À et B commutent. Donc. 
l'application À X B—G définie par la formule (a, b) —+ ab est 
un épimorphisme. Comme cet épimorphisme induit de toute évi- 
dence l'isomorphisme identique a ® b—>g d'algèbres de Lie, 
la proposition 4 nous dit que son noyau est discret et, par suite, 
c'est un revêtement de æroupe. donc un isomorphisme pour le groupe 
simplement connexe G. Ceci prouve qu’un groupe de Lie simplement 
connexe G se décompose en le produit direct À X B de sous-groupes 


connexes À et B si et seulement si son algèbre de Lie g = ((G) se 
décompose en la somme directe a ®@ b des sous-algèbres a = 1(A) 
et b =1 (B). 


Pour tout sous-groupe H d'un groupe de Lie G, les composantes 
des classes à gauche a, a € G, ne sont évidemment autres que les 


variétés invariantes, maximales du sous-fibré EM, h = ((7). 
Il existe donc dans le groupe G une carte (cubique) (U, h) = 
= (L', r!,..., x") telle que e € U et pour tout a € G, l'intersection 
CN a est la réunion de sous-variétés plates de la forme V:, È € 
€ x". Cette propriété caractérise, en particulier, l'intersection 
C’NAH. Si le sous-groupe H est fermé (ce que nous supposerons tou- 
jours dans la suite), la carte (L/, h) peut être choisie de telle sorte que 
l'intersection U/f H soit composée d’une seule sous-variété V, 
(voir ci-dessus la démonstration de la proposition 1). Soit W un 
voisinage (cubique relativement à k) du point e de G tel que W-1 = 
€ Wet Wi & U. Si des points a, b € W sont congrus modulo }, 
c'est-à-dire si ab € H, alors a7!b EW°NHEUNH = V,, i.e. 
bEals;. Comme 4€ aV, et aV, est connexe avec V,, ceci prouve 
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que les points a et b appartiennent à une même composante à gauche 
suivant À de l'intersection Ü N aH, c'est-à-dire à une même variété 
V:. Comme la réciproque est évidente (si a bEWfMNV:, alors 
a”!'b € H), ceci prouve que les points a, b € W appartiennent à la 
mème classe à gauche suivant H si et seulement s’il existe un £ 
tel que ‘a, b € V:, ou, en d’autres termes, les intersections V:f\ W 
pour des E différents appartiennent à des classes à gauche suivant H diffé- 
rentes. 

Considérons maintenant l’ensemble G/H de toutes les classes 
à gauche aH, a € G. Le groupe G opère sur cet ensemble selon la 
formule 


g(aH) = (ga)H. geG, aHEG'H. 


L'application a — g(aH) sera désignée par Le. Elle est reliée 


à la translation à gauche L, dans le groupe G par la formule L, « © — 
— wo L,, où © est l'application canonique G — G/H, a —+ aH. 

Soit W l'image d'un voisinage W par l'application ©. 

D'après ce qui a été dit plus haut, l'application k: W— R"-" 
qui à toute classe aH € W associe un point 2 E R"-" pour lequel 
a E Vif W est défini de façon unique. Comme elle est visiblement 
injective et que l’ensemble X(W) est un cube ouvert de R"-" de 
demi-largeur c égale à celle du voisinage W, le couple (W, k) est 
une carte de G/H contenant le point H. Cette carte est reliée à la 
carte (W. k) par le diagramme commutatif 


W —2 W 


(1) »| F 


R—>p1-m 


dont la flèche horizontale supérieure est l’application w: a —+aH 
et l’inférieure, la projection parallèlement aux m premiers axes de 
coordonnées. 


En associant à chaque classe aH € W, a€ W, le point de W 
de coordonnées 


z'=0,..., a" =0, art = gta), ..., x" = x”(a), 


on obtient une application o: W—> W, section de l’application 
©: W— W, c'est-a-dire telle que w + o = id sur W. La section © 
est reliée aux applications L et À par la formule 


kh—=ho. 


On remarquera que l'application o ° w: W — W est différentiable. 
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ppt Lo étant bijective pour tout a €G, le couple 
@W, h a), où Rs = hoL, est une carte en aH EG/H. Si aWf 


N bW = @, alors sur k, (aW f] bW) l'application k, o° h;! est justi- 
ciable de la formule 


hoohs=hoLyoLsto h°1 = 
= hoGo Lpa-i © ooh”! = hoGowo Lai o h”!, 


d'ou il s'ensuit aussitôt que cette application est différentiable et, 
par suite, la carte (aW, hk,) est compatible avec la carte (bW, h;). 

Comme les cartes (aW, hk,) recouvrent de toute évidence G/XH, 
ceci prouve qu’elles forment un atlas et donc définissent une struc- 
ture différentiable sur G/H. Muni de cette structure l’ensemble G/H 
s'appelle variété quotient (ou espace homogène) du groupe de Lie G 
par son sous-groupe fermé A. 

L'application w: G — G/H envoie les cartes aW dans les cartes 
aW et, par suite, (cf. diagramme ({)) est une projection R* —+ "7" 
parallèlement aux axes de coordonnées correspondants. Ceci signifie 
que l'application canonique 


o:G—G/H, a «aH, 


est différentiable et possède le même rang n — men tous les points 
(de sorte que sa différentielle (du), en tout point a € G est un épi- 
morphisme). : 

La section o: W—> W est de toute évidence une application 
différentiable. 

L'application 


u: GX GIH—+GIH, (g, aH)— (ga)H, 


qui définit l’action du groupe G sur G/H est reliée à la multiplication 
dans le groupe G par le diagramme commutatif 


GxG G 
idx (A) 
GXG/H——> G/H 


Pour tous points g, a € G, la restriction de id X & au voisinage 
gW X aW du point (g, a) admet la section id X o. Donc, la 


restriction de l'application pp à ce voisinage est la composée des 
applications différentiables id X ©, u, © et, par suite, est diffé- 


rentiable. Ceci prouve que l'application u est différentiable. 
1401642 
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Supposons maintenant que le sous-groupe À est invariant. La 


formule 
aH-bH = abH 


définit une seule multiplication dans G/H, multiplication qui munit 
G/H d'une structure de groupe. Il est immédiat de voir que cette 
multiplication définit une application différentiable 


(2) GIH X GIH + GIH, 


c'est-à-dire que Le groupe quotient G/H est un groupe de Lie. En effet, 
soient a, b EG. Considérons dans G/H les voisinages aW et bW 
des classes a et bH. La restriction de l'application (2) au voisinage 
aW x bW est la composée des applications différentiables o X ©, 
u et w, donc elle est différentiable. Par conséquent, elle est partout 
différentiable. 


Proposition 5. L'algèbre de Lie du groupe quotient GIH est iso- 
morphe à l'algèbre quotient de l'algèbre de Lie g — ((G) par l'idéal 


ÿ = ((A): 
((G/A) = gjf. 


Démonstration. Etant différentiable, l'application 
wo: G— G/H est un homomorphisme de groupes de Lie et, par suite, 
induit l’homomorphisme 


((w): g —+ ((G/H) 


de leurs algèbres de Lie. Si les algèbres de Lie g et 1(G/H) sont 
traitées comme des espaces tangents en e à G et G/H, l’'homomor- 
phisme ((w) n’est autre que Ia différentielle 


(do). : T.(G) > T.(G/A) 


de l'application w. Mais nous avons vu plus haut que cette diffé- 
rentielle était un épimorphisme de noyau b = T,.(4). Donc, l’ho- 
momorphisme {(w) induit un isomorphisme de l'algèbre quotient 
g/6 sur l'algèbre 1(G/H). © 

Signalons que le sous-groupe À est supposé fermé dans ce théo- 
rème. Les algèbres quotients g/b par les idéaux € g auxquels 
sont associés les sous-groupes invariants non fermés du groupe G 
ne sont les algèbres de Lie d'aucun groupe quotient du groupe G 
(tout au moins si les groupes quotients sont pris dans leur acception 
habituelle). 


Dans le cas où le sous-groupe invariant H n’est pas connexe, 
il résulte de la proposition 5 que les groupes quotients G/H et G/H,, 
où 77, est la composante de l'unité du sous-groupe À (qui est visible- 
ment invariante aussi) sont localement isomorphes. On peut pré- 
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ciser cette remarque en observant que puisque 4, H, chaque 
classe suivant H,. est contenue dans une classe suivant À définie de 
façon unique, ce qui détermine l'application canoniqu 


o: G/H, + GIH. 


Les applications canoniques w: G—>- G/H et w,.: G—>G/H, étant 
continues et ouvertes, il en est de même de p. Si le sous-groupe H 
est invariant, l'application p est visiblement un homomorphisme. 


Proposition 6. Pour tout sous-groupe fermé H d'un groupe de Lie 
connexe G, l'application canonique 


o: G/H, + GIH 
est un revêtement. 


Démonstration. Le sous-groupe 7, étant ouvert dans XH, 
l’unité du groupe G possède un voisinage connexe Ÿ tel que V-1Y 
€ H.. Il est évident que pour prouver la proposition 6, il faut mon- 
trer que le voisinage V(g) = w(gV) de tout point o(g) = gH de la 
variété G/H est revêtu sans pli par l'application p. 

Choisissons un représentant k, dans chaque composante H, du 
sous-groupe AH et considérons les ensembles connexes ouverts 
o.(gVh.) de G/H,. Ces ensembles sont disjoints (si o.(gvh,) — 
= &.(gv'hs), c'est-à-dire si gvh, = gu'hgh, où hk € H,, alors k, = 
= v'lv"-hgh, où v”lv'E H., et, par suite, k, = hk;), leur somme est 
l’ensemble p-!V(g) (puisque les éléments de l’ensemble V(g) sont 
les classes à gauche gvH, où v € V, l'ensemble p-!V(g) est composé 
des classes à gauche gvk,H.) et l'application p est une application 
bijective — donc un homéomorphisme — de chacun de ces ensembles 
sur V(g) (si o(gvh.) = œ(gv'h,), alors v'h, = vh.h, où kE A, 
et, par suite, v”lv'E H et donc v-v'E H,: mais alors k = hk5!- 
v"lv".h, € H,, car H,est invariant dans H et, par suite, w.(gvh,) — 
— @,(gv'h,)). Par conséquent, le voisinage V(g) est revêtu sans 
pli par l'application p. [ 


Corollaire. Si dans les hypothèses de la proposition 6, La variété 
quotient G/H est simplement connexe, le sous-groupe H est connexe. ( 


Nous pouvons prouver maintenant que la méthode générale 
d'établissement de la connexité de groupes topologiques, basée sur 
le lemme 2 de la leçon 1, peut être utilisée pour l'établissement de la 
simple connexité: 


Proposition 7. Si un groupe de Lie connexe G contient un sous- 
groupe connexe et simplement connexe fermé H tel que la variété quotient 
G/H soit simplement connexe, alors le groupe G est aussi simplement 
connexe. 

On a la proposition plus générale encore : 


14 
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Proposition 8. Pour tout sous-groupe connexe fermé H d'un groupe 
de Lie connexe G, tel que la variété quotient G/H soit simplement connexe, 
le groupe fondamental x,G du groupe de Lie G est le groupe quotient du 
groupe fondamental x,H du groupe de Lie H. 


Démonstration. Soit G un groupe de Lie simplement 
connexe revêtant le groupe G, et soit x: G —+ G le revêtement corres- 
pondant. L'image réciproque 4, = x-'H du sous-groupe H par 
l'homomorphisme : est un sous-groupe fermé de G et, de plus, l’ap- 
plication GA; — G/H induite par l’homomorphisme x est de toute 


évidence un difféomorphisme. Donc, la variété G/H. est aussi sim- 
plement connexe et, par suite, le sous-groupe Æ. est connexe. Donc, 
la restriction 17 de l'application x à H, est un revêtement 4H. — H 
et, par suite, on a le diagramme commutatif 


où p: À —+ H est un revêtement universel du groupe de Lie H. Ceci 
étant. l'application H, — H (qui est aussi un revêtement) est un 
épimorphisme et, par suite, induit un épimorphisme du noyau Ker p 
de l’homomorphisme p sur le noyau Ker x,, de l'homomorphisme x}. 
Ceci prouve la proposition 8 (et la proposition 7), puisque par défi- 
nition 1,4 = Kerpet x,G = Ker x = Kerr, O 


A titre d'exemple d'application de la proposition 7, considérons 
le groupe SU(n) des matrices unitaires unimodulaires. Comme (cf. 
leçon 1) pour tout r >> 1 la variété quotient SU(n)/SU(n — 1) — 
— U(n)/U(n — 1) est difféomorphe à la sphère S*"-}, alors en 
vertu du corollaire du lemme 1 de la leçon 9, cette variété quotient 
est simplement connexe. Le groupe SU(1) étant un singleton, donc 
simplement connexe, on en déduit en vertu de la proposition 7 par 
une récurrence évidente que le groupe SUÜ(n) est simplement connexe 
pour tout n > 1. 

Par un raisonnement analogue utilisant la simple connexité de 
la sphère Str-1 — Sp(n)/Sp(n — 1) et du groupe Sp(1) = S*, 
on établit que Le groupe Sp(n) = U"(n) est simplement connexe pour 
tout n > 1. 

Dans le cas du groupe Un), il faut appliquer la proposition 8, 


puisque le groupe U(1) qui est le groupe S' des nombres complexes 
]z | — 1, n’est pas simplement connexe, car il admet un revêtement 
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non trivial R —> S! défini par la formule t —+ e21it, 1 € 3. Ce revè- 
tement étant universel, puisque "=? est simplement connexe, il s'en- 
suit que le groupe n,S! est isomorphe à son noyau, c'est-à-dire au 
groupe des entiers ?. Donc, la même récurrence que ci-dessus mais 
utilisant la proposition 8 au lieu de la proposition 7, montre que le 
groupe fondamental x,U(nr) du groupe de Lie U(n) est un groupe 
quotient du groupe de =. 

Pour calculer entièrement ce groupe quotient, on se servira de la 
proposition suivante qui dans un certain sens est duale de la propo- 
sition 8: 


Proposition 9. Pour tout sous-groupe invariant connexe fermé H 
d'un groupe de Lie connexe G, le groupe fondamental x,G/H du groupe 
de Lie G/H est un groupe quotient du groupe fondamental n,G du groupe 
de Lie G. 


Démonstration. Soient x: G—G et po: G/H — GIH 
des revêtements universels, et soit w: G—G/H une application 


canonique. Le groupe G étant simplement connexe, l'homomorphisme 
wex:G —+ G/H est relevable à un homomorphisme &: G —+ GIH. Si 
À = Kerwett: H —+ G est une injection, alors, puisque © 0 1 ot— 
=po wot—= 0, l'homomorphisme x envoie H dans H et, par 


suite, induit un homomorphisme xx: À —+ H. Ceci est représenté 
de façon suggestive sur le diagramme commutatif 


H — GC GjH 
: 
He G—> G/H 


1 s'avère que si l’homomorphisme w est un épimorphisme, il 
induit un épimorphisme du groupe 7,6 = Kern sur le groupe 


n,G/H = Ker p. En effet, dans ce cas le groupe GIH sera isomorphe 


au groupe quotient G/H, de sorte que ce groupe quotient sera simple- 
ment connexe. Donc, d’après le corollaire de la proposition 6, le 


sous-groupe À sera connexe et, par suite, l'homomorphisme x,,: H — 
— H sera un revêtement et, en particulier, un épimorphisme. Si 


maintenant a € Kerp et £ est un élément de G tel que O (£) = 4, 
alors l'élément ae € G appartiendra au noyau À de l'épimorphisme © 
et sera donc l'image par l’épimorphisme x,, d’un élément h € A, 
ou, plus exactement, on aura l'égalité (to ru) À =7£. L'élément 
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a = ()-1g appartiendra alors au noyau Ker x de l’homomor- 
phisme x, et son image &(£) par l’homomorphisme o sera l'élé- 


ment considéré a € Ker p. 

Donc, pour prouver la proposition 9, il suffit de montrer que 
w(G) = G/H. 

Or, il est évident qu'il existe dans G et G/H des bases {U,} 
et {V,} composées d'ensembles ouverts connexes revêtus sans pli 
respectivement par les applications x et p, telles que pour tout « 
l'ensemble V, est l’image œ(U,) de U, par l’épimorphisme «. 
Soient U,,8 les composantes de l’image réciproque x-{U,) de 
l’ensemble U,, et V,.., les composantes de l'image réciproque 
p”!(V,) de V, respectivement par les applications x et p. Comme 
chaque ensemble U,,4 est envoyé par l’homomorphisme wcx 


dans un ensemble V,, l'homomorphisme &@ l'envoie dans un ensemble 
VV... Donc, si un ensemble V,,, coupe le sous-espace © (G), il y est 
alors contenu: V,., € & (G). Comme les ensembles V,. - forment 
une base de l’espace G/A, ceci n’est possible que si le sous-espace 
&(G) est à la fois ouvert et fermé. Donc, en vertu de la connexité, 


on a @(G) — GIH (comparer avec la démonstration du lemme 3 
de la leçon 8). 
Ceci achève la démonstration de la proposition 9. [ 


Appliquons la proposition 9 à l'épimorphisme U(r) — S! 
défini par la formule 
| A det À 


7 det A] ? A E U(n). 


Comme x,S' = 7, le groupe z7x,U(r) est épimorphe au groupe Z 
d’après cette proposition. Comme, par ailleurs, on a démontré plus 
haut que le groupe Z est épimorphe au groupe n,U(n), il vient que 
le groupe fondamental n,U(nr) du groupe de Lie Un) est isomorphe 
au groupe Zi. 

Parmi les groupes de Lie de matrices connexes classiques, il nous 
reste à étudier seulement le groupe SO(n). C'est ce que nous ferons 
dans la leçon suivante. 


LEÇON 13 


Algèbre de Clifford d’une fonctionnelle quadratique.— 7,- 
graduation d’une algèbre de Clifford.— Sur le produit tensoriel 
d’espaces vectoriels et d’algèbres.— Factorisation des algè- 
bres de Clifford en un produit tensoriel gauche.— Base d’une 
algèbre de Clifford.— Dualité dans une algèbre de Clifford. 
— Centre d’une algèbre de Clifford. — Le groupe de Lie 
Spin(r).— Groupe fondamental du groupe SO(n).— Les grou- 
pes Spin(z) pour x < 4.— L’homomophisme ÿ.— Le groupe 
Spin(6). — Le groupe Spin(5).— Représentations matri- 
cielles des algèbres de Clifford. — Représentations matriciel- 
les des groupes Spin(z).— Groupes matriciels dans lesquels 
sont représentés les groupes Spin(r).— Représentations ré- 
duites des groupes Spin(n).— Compléments d’algèbre li- 
néaire. 


Nous commencerons de loin le calcul du groupe fondamental 
11S0(7) du groupe SO(n). 


Soit Q une fonctionnelle quadratique (fixée une fois pour toutes) 
définie sur un espace vectoriel 7° (de dimension finie) sur le corps des 
réels 2. 

Nous étudierons des couples de la forme (#4, «&), où .# est une 
algèbre unitaire (pas forcément de dimension finie) sur le corps R, 
et « une application linéaire 9 — {4 telle que a(x)}° = Q(x)1 
pour tout élément x €”, où 1 est l'unité de l’algèbre .#. (Dans la 
suite, dans de telles égalités on omettra en général l’unité 1, c’est- 
à-dire qu'on identifiera les éléments de la forme À € 4 avec les 
nombres correspondants À € =.) 

Remarque 1. Pour vérifier la condition aœ(x)° = Q(x), il faut 
se rappeler qu’elle est remplie pour tous les x € 7” si elle l’est pour 
les éléments d'une base de 7°. 

On appellera morphisme d’un couple (4, æ&) dans un couple 
(#, B) un homomorphisme D: #4 —+ æ tel que l’on ait le dia- 
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7” 
A 
A x B 


c'est-à-dire tel que B = D ° &. Il est évident que les couples (.4, &) 
et leurs morphismes (.{, «) + (#, fB) forment une catégorie que 
l’on désignera par CLIFF(Q). 

On rappelle qu’un objet 4, d’une catégorie G est initial (ou 
universel dans une autre terminologie) si pour tout objet 4 € G 
il existe un seul morphisme À, —+ À. Il est clair que l’objet initial 
(s'il existe) est unique à un isomorphisme près. 


Proposition 1. La catégorie CLIFF(Q) admet un objet initial. 
Démonstration. Soit 
T7) = 7(7)8...687T7)8..., 


où T2(7 ) est l’espace vectoriel des fonctionnelles multilinéaires 
de la forme (0, g) sur 7” (cf. IT, 5, page 45). Il est évident que la 
somme directe T,(7°) est une algèbre (de dimension infinie) pour 
la multiplication tensorielle. 

Considérons dans l'algèbre T,(7") l’idéal 7(Q) engendré par 


gramme commutatif : 


les éléments de la forme x @zx— Q(x), où € = T,(3"). 
Soit C1(Q) l’algèbre quotient de l'algèbre T,(7') par cet idéal, 
et soit &: 7° —> C1(Q) la restriction à 7° —= To5(7 ) de l'épimor- 


phisme canonique Ty?) — C1(Q). Il s'avère que le couple 
(CI(Q), L) est un objet initial de la catégorie CLIFF(Q). 

En effet, par construction 1(x)° = Q(x), de sorte que (CI(Q),L) € 
€ CLIFF(Q). Il est clair par ailleurs que l'algèbre T (7°) est iso- 
morphe à l'algèbre R (z;,, ..., x,) des polynômes en n indéter- 
minées non permutables zx,, ..., x, (l isomorphisme est défini 
par une base quelconque e;,, ..., e, de L'espace 7 * est réalisé 
par la correspondance e;, @ ... @ ei, ti, Donc, toute 
application linéaire «&: ÿ ‘+ ZA, A etant une bre associative 
et unitaire, se prolonge de façon unique en un homomorphisme 
a: T7’) —> H. Ceci étant, si a(x)* = Q(x) pour tout élément 
æz € 7’, c'est-à-dire si (4, &) € CLIFF(Q), alors &« = 0 sur 1(Q) 
et, par suite, l’homomorphisme «& induit un bhomomorphisme 
a#: CI(Q) — 4 tel que visiblement a ot — «&, c'est-à-dire est 
un morphisme (C1(Q), «)— (4, æ&). Comme l'espace vectoriel 7° 
engendre l'algèbre T,(7'), donc l'espace vectoriel 17’, l’algèbre 
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C1(Q), ce morphisme est unique. Par conséquent, le couple 
(CI(Q), cr) est l’objet initial de la catégorie CLIFF(Q). D 

Définition 1. L'’algèbre ©1(Q) s'appelle algèbre de Clifford de la 
fonctionnelle quadratique Q. 

Par définition, l’algèbre €C1(Q) est telle que pour chaque objet 
(4, a) de la catégorie CLIFF(Q), il existe un seul homomorphisme 
d’algèbres a#: CI(Q) —+ «4 pour lequel &* o = &, et, de plus, 
elle est totalement caractérisée par cette propriété à un isomor- 
phisme près. 

Dans le cas particulier où 7° est un espace euclidien et Q une 
fonctionnelle métrique correspondante (associant à tout vecteur 
æz EF" le carré | x |* de son module), l'algèbre ©C1(Q) sera désignée 
par €C1,(7°). Si (dans l'hypothèse où 7” est encore euclidien) la 
fonctionnelle Q est définie par la formule Q(x) = — | x f*, alors 
l'algèbre (C1(Q) sera notée CI(7 ). Si les algèbres ‘1,(7 ) et 
©1(7 ‘) sont envisagées simultanément, on les désignera par €C1,(7'), 
où € = +Â, avec € — +1 pour (C1l,(7 ) et e — —1 pour Cl(j ). 

Si l’on choisit une base orthonormée dans l’espace 7”, ce qui 
identifie épso facto 7° à l’espace euclidien R", on désignera les algè- 
bres C1,(7') et Cl(7*) respectivement par ©l;(n) et ©l(rz) (ou 
par ©l.(n) si elles sont étudiées simultanément). 

Les couples (7°, Q) forment visiblement une catégorie Q dont 
les morphismes (7', Q@) — (3”,, Q,) sont des applications linéaires 
p: 7° —+97', telles que OQ(r) = Q,(pz) pour tout vecteur x € 7 :. 
Chacune de ces applications induit de toute évidence un homomor- 
phisme Ty{(Z")—T,(f'1) envoyant l'idéal 7(Q) dans l'idéal 
I(Q,) et, par suite, induit un homomorphisme 


Cl: CI1(Q) —+ CI(Q.). 


Il est évident que les correspondances (7°, Q) > Cl(Q), p— Cl 
forment un foncteur CI de la catégorie Q dans la catégorie ALG,-ASS 
des algèbres unitaires associatives. 

A noter que fl n’est autre que l'application (tu, ° @)*, où 
u: 71 —CI(Q,) est une application canonique. Par abus de lan- 
gage, on désignera l’homomorphisme Cl @ par *. 

Comme (x) — Q(x), de (x) = (y) il s'ensuit que Q(zx) — 
= Q (y). Donc, la correspondance t(x) —> Q(x) définit sans ambiguité 
une fonctionnelle quadratique sur le sous-espace 17° € CI(Q). 
(En fait, on montrera plus bas que de (x) — 14(y), il résulte que 
a = g de sorte que toutes ces précautions sont pratiquement super- 

ues. 

Pour alléger les formules, on désignera la fonctionnelle (x) — 
> Q(x) par Qet l'élément (x) par zx. Ainsi, pour tout élément 
z Er7”, on aura l'égalité 


(1) 2 = Q(x). 
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En particulier, (x + y) = Q(x + y), c'est-à-dire que zx? + 
+ ay + yz + y = Q(x) + 2Q(x, y) + Q(y) et, par suite, 


(2) zy + yz = 2Q (x, y) 
pour tous éléments x, y € 17. 


Supposons que l'application —1: 7° — CI(Q) est définie par 
la formule (—«) (x) = — (x). Il est évident que le couple (CI(Q), 
—1) appartient à la catégorie CLIFF(Q). Donc est défini l’homomor- 
phisme æœ = (—1)*#, c’est-à-dire un homomorphisme œ: ‘©l(Q) —+ 
— CI1(Q) tel que ax = —zx si x Et”. Il est évident que &° = id, 
c'est-à-dire que l'homomorphisme «& est un automorphisme involutif. 
Pour tout élément uw € C1(Q), l'élément au sera désigné par u*. 

Pour étudier l’automorphisme u —u*, on se servira du lemme 
suivant d'algèbre linéaire: 

Lemme 1. Si un opérateur linéaire À : 5° — f° agissant dans un 
espace réel ou complexe #° est involutif, c'est-à-dire que A*° = E, alors 
ses valeurs propres sont égales à +1 et il est diagonalisable, c'est-à-dire 
que l'espace Tf® est la somme directe 


{3) N° = "+ ® Ÿ°- 
des espaces propres ff +et Ff° - associés respectivement aux valeurs pro- 
pres +1 et —1. 


Démonstration. Supposons que le corps de base est le 
corps © des nombres complexes. L'opérateur À est alors justiciable 
du théorème de réduction à la forme normale de Jordan (cf. II, 16), 
c'est-à-dire qu'il est somme directe d'opérateurs de la forme ÀE + C, 
où À EC et Cest soit un opérateur nul, soit un opérateur cyclique. 
Ceci étant, si l'opérateur À est involutif, il en est de même de chacun 
des npérateurs de la somme ÀE + C. Or (AE + C)° = }ŸE + 2XC + 
+ €*, donc l'égalité (ÀE + C})* = E n'est possible que si C = 0. 
Ce qui prouve que l'opérateur À est diagonalisable. Ceci achève 
la démonstration du lemme 1 dans le cas où le corps de base est ©, 
puisque les éléments diagonaux d’une matrice diagonale involutive 
sont de toute évidence égaux à +1. 


Si l’espace vectoriel %° est réel, on passe à son complexifié #° © 
(cf. II, 17). L'opérateur complexifié AT étant manifestement encore 
involutif, d’après ce qui a été démontré on a 


€ € 
y eye ou. 
En se limitant dans cette décomposition aux seuls vecteurs réels, 
on obtient aisément la décomposition (3). [ 


En vertu de ce lemme appliqué à l’automorphisme u -u*, 
l'espace vectoriel C1(Q) se décompose en la somme directe 


C1(Q)=CI° (0) & CI' (0) 
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des sous-espaces ©1°(Q) et ©1l!:(Q) composés, le premier, des élé- 
ments tels que u* = u, le second, des éléments, tels que u* = —u. 
Les éléments de £©l(Q) s'appellent éléments pairs et ceux de 
Cl(Q), éléments impairs de l'algèbre de Clifford CI(Q). 
Il est évident que le produit de deux éléments pairs ou impairs 
est pair, et celui d’un élément pair par un impair est impair, c'est- 


à-dire que 
CI(Q)-C1(Q) & Cl#(Q) 


pour tous à, j = 0, 1 (il s’agit d'une sommation modulo 2). 
On voit, en particulier, que Le sous-espace CI(Q) est une sous- 
algèbre de l'algèbre ©1(Q). 


La structure algébrique obtenue mérite un nom spécial. 


Définition 2. On dit qu'une algèbre { est Z.-graduée si 4 = 
= A9 4! et de plus 
PLV 4 + mod 2 


pour tous i, j = 0, 1. On appelle morphisme d'algèbres Z.-graduées 
un homomorphisme p: £—+@ tel que (4) Æ#i pour tout 
i = 0, 1. Il est évident que les algèbres 7.-graduées et leurs mor- 
phismes forment une catégorie. Désignons cette catégorie par :,.-ALG 
et sa sous-catégorie formée par les algèbres associatives unitaires, 
par Ze-ALG,-ASS. 


D'après ce qui précède, le foncteur Cl peut être traité comme 
un foncteur de la catégorie Q dans la catégorie :.-ALG,-ASS. Ceci 
étant, il est immédiat de voir que si pour un couple (4, &) € 
€ CLIFF(Q), l'algèbre .#4 est :,.-graduée et l'application &: 7° — 4 
est une application dans .£!, alors l’'homomorphisme correspondant 
a#: CI(Q) + 4 est un morphisme d'algèbres Z.-graduées. 


A la leçon 5, nous avons introduit la notion de produit tensoriel 
d’algèbres et d’espaces vectoriels. On rappelle que les éléments de 
l’espace vectoriel #4 @ # sont les combinaisons linéaires des sy m- 
boles a @ b, où a € 4 et bE #, et de plus 


(a+@) ®b=a @b+a®b, 
a@(b,+b,)=a@ b,+a@ b, 


pour tous éléments a,, a, a E et b, b,, b,E 8. Sie, ...,en 
est une base de £# et f,, . . ., fm, une base de #, les éléments e; @ 
® fnpi=1,...,n,j =1,..., m, forment une base dans #4 © 
(de sorte que, en particulier, dim (4 © 2) = dim .4 - dim %). 

De cette description de l’espace vectoriel .4 © @æ il résulte 
immédiatement que pour tous espaces vectoriels #4, 4, @ on a les 
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isomophismes canoniques 

(4) AQPESR © À (commutativité), 
(5) (4 QP)QCE= A Q(F @ É) (associativité), 
(6) (40F)QG=(1@%6)8 (7 © %) (distributivité). 


Si 4 et æ# sont des algèbres,on munit ;# @ # d’une multiplica- 
tion telle que 


(7) (a Q b) (a, Q b,) = aa, @ bb, 


pour tous éléments a, &4 € 4, b, b,E #. L'espace 4 Q PF est 
une algèbre pour cette multiplication et les isomorphismes (4), (5) 
et (6), des isomorphismes d’algèbres. (Si -4 et 3 sont des algèbres, 
alors la somme directe 4 @ % est munie d’une multiplication 
« composante par composante », c'est-à-dire que (a, b)(a, b;) = 
— (aa,, bb,).) Siles algèbres .4 et 7 sont associatives et unitaires, 
il en est de même de l’algèbre #4 @ Z (l'unité étant 1 @ 1). 

Soient : — AD A! et BP — FA HF! des algèbres Z.- 
graduées. En posant 


(4 @ FN = (A © À) D (4! © P!), 
(4 © F)'=(:9 © F1) 9 (4! © FI), 
il vient immédiatement en vertu de (4) et (6) que 
À ® À —=(4® #) D (4 @ P)!. 
Bien que l'algèbre {4 @ & soit une algèbre © ,-graduée pour 


cette décomposition, il apparaît plus commode de munir #4 © ® 
d'une autre multiplication telle que 


(8) (a @ b) (a, © b;)=(— 1)" (aa, @ bb,), 


où bE #iet a EH’. Il est évident que pour cette multiplica- 
tion l’espace vectoriel 4 © % sera une algèbre Z,-graduée unitaire 
et associative si les algèbres {4 et # sont unitaires et associatives. 

L'algèbre 4 @.%# munie de la multiplication (8) s'appelle 
produit tensoriel gauche des algèbres Z.-graduées +4 et #. Quand on 
aura à distinguer ce produit du produit tensoriel ordinaire (quoique 
Z.-gradué) #4 @ %, on le désignera par #4 © ©. 

Ces trois produits tensoriels (pour les espaces vectoriels, les 
algèbres et les algèbres Z.-graduées) possèdent la propriété de 
fonctorialité, c'est-à-dire pour tous morphismes p: #4 — 41, D: # — 
— #, est défini un morphisme p Qvb.4 © 8 — A; © D, satis- 
faisant les identités fonctorielles habituelles. Ce morphisme est 
déterminé de façon unique par la relation 


(p © +) (a @ b) = (a) @ y (b), 


qui doit être vérifiée pour tous éléments a € #, bE &. 
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Par aïlleurs, pour tous espaces vectoriels .# et # et toute algè- 
bre * , on peut à des applications linéaires quelconques p: .4 + @ 
et pd: #—+6 associer l'application p Qv: .4 @ 7 —+ 6 qui est 
définie de façon unique par la relation 


(p@w)(a@b)=p(a)p(b), aE4, bEX. 


Si 4 et # sont des algèbres et p: .4—>@ et p: ? — 6 des homo- 
morphismes qui commutent, c'est-à-dire que pour tous éléments 
at +4 et bE SZ on a œpa-ÿb = 1W#b-pa, alors l'application œ® @ 
Qt: #4 © F —+C Sera aussi un homomorphisme. De façon analo- 
gue, pour toutes algèbres : .-graduées 4, # et € et tous morphis- 
mes anticommulalifs q: H£—r{, Ÿ: #—+{ (c'est-à-dire tels que 
œqa-vb — (—1)'hbb-pa, a E.-i, b E #1), l'application p @ tb: .+ © 
@ #—+€ sera morphisme du produit tensoriel gauche 4 @ # 
dans l'algèbre €. 

Pour tout couple d'objets (7 ‘,, Q,) et (7”:, 0.) de la catégorie Q. 
la formule 


Q(ritr)=Q(r) + Qirh m67u ET 


définit sur la somme directe ÿŸ° = 7’, @7'. une fonctionnelle 
quadratique © appelée somme directe des fonctionnelles quadratiques 
Q, et Q. (et désignée généralement par Q, @ Q:). 

Traduit dans ce langage, le théorème de Lagrange (cf. II, 11) 
dit que toute fonctionnelle quadratique est somme directe de fonc- 
tionnelles sur des espaces à une dimension. 


Proposition 2. Pour tout couple de fonctionnelles quadratiques Q, 
et Q:, on a l’isomorphisme canonique 


CL(Q: ® Q) & SL (Q:) ® C1 (Q2). 


Démonstration. Posons 7° = 7”, ® 7’, et définissons 
une application linéaire 


a: —+C1(Q) ® CL(Q:) 


par la formule 
(9) a(t+m)=n @1-1@z, 267 mET'» 
où comme toujours z, = iZ], Ze —= tæ,. Comme 

(x © 1) (1 © ze) = x, ® x, 

(1 © ze) (1 © 1) = — (x ® r:), 


et 
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il vient 
a (x) = a(z + ze) = (x © 1 + 1 @ z2)° = 
= 11 © 1 +1 @ ri — 
= Qi (x1) + Qc (Ze) = 
= Q (x) 


pour tout vecteur = +z€T,où tr, EŸ,, a ETa, Q = 


= Q, D Q.,et, par suite, (CI(Q,) @ CI(Q2), «) € CLIFF(Q). Mon- 
trons que le morphisme correspondant 


œ#t: C1(Q)—+C1(Q1) & C1(Q2) 


d'algèbres Z.-graduées est un isomorphisme. 

Considérons à cet effet les injections canoniques 0,: 77, — 9" et 
O2: # >>. Il est clair que ce sont des morphismes respectivement 
des couples (7',, Q,) et (7”,, Q2) dans le couple (7°  Q). Donc sont 
définis les homomorphismes o#: C1(Q;) — ©1(Q) et o#: Cl(Q:)—+ 

—+ CI1(Q). Comme pour tous vecteurs ZE Fute € Ta les vecteurs 
OZ OoTe E Ÿ°, sont par définition Q-orthogonaux, on déduit d’après 
la formule (2) que 


OZ, OÙZe = — OT OT. 
Comme tout élément pair (resp. impair) de l'algèbre Cl(Q;), à = 


= 1, 2, est la somme de produits d’un nombre pair (resp. impair) 
d'éléments x; E17”;, il s'ensuit immédiatement que les applications 


c* et o# anticommutent et, par suite, l’application o# © o*: CI(0,)® 
@ C1(Q.) —+ CI(Q) est un morphisme de l'algèbre Z.-graduée 
CI(Q,) $ CI(Q:) dans l'algèbre Z,-graduée CI(Q). 
: Sous la forme complète (c'est-à-dire avec o, et 0) la formule (9) 
bus @ (0121 + Cote) = 2 © 1 + 1 © z.. 
Comme, par définition, SPA = 1OiTis OÙTo = LOoTe et A © Lt —"@, 
on en déduit que 
aH(oËz, + OÙËre) = nn © 1 + 1 ® z, 
pour tous éléments z, E 19°", 22 EŸ'. Ici oz, + ox, estun 
élément arbitraire x de 17’, donc 
((oË © où) ° a)r = (0% © 0) (x, © 1 + 1 ® r,) — 
= OÙz,-1 + 1-oËxr, — 
= Oz, + OËza = 2%, 
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de sorte que (0# © o#)°a* — id sur le sous-espace 17. Comme 
l'application (0 @ 6#) ° «* est un homomorphisme d’ algèbres et que 
le sous-espace 17° engendre l’ algèbre CI(Q), on en déduit que 
(o*# © o*) ° a# = id sur l’algèbre ©1(Q) tout entière. 

De façon analogue 


(at ° (o# © o#))(r1 © 1) = a(0Ëz,-1) = x, O 1 
et 


(at o (0o# © 0où))(1 © ze) = at (1-0Ëxz2) = 1 © x, 


pour tous éléments x, E 17°, ze E 172, et, par suite, ao (0*# © 
@ o#) = id, puisque les éléments z, @ 1, x, € FT, et 4 @& Lo, 


Ze E17°2, engendrent l'algèbre C1(Q,) ® CI(Q:). 
Donc, les morphismes a* et o* @ o# sont des isomorphismes 
réciproques l’un de l’autre. [] 


Soit rz — dim 7”. Pour n — 1 seules (à un isomorphisme près} 
trois fonctionnelles quadratiques Q;,, Q_, et Q, prennent respecti- 
vement les valeurs +1, —1 et O sur un vecteur e € 7° (base de l’espace 
à une dimension 7°). Comme pour nr = 1 l'algèbre T,(7*) est isomor- 
phe à l'algèbre Ale] des polynômes (ordinaires) de e, il s'ensuit de 
là que l'algèbre C1(Q.), e — +1, 0, se déduit de l'algèbre Re] 
en posant e* — &, c’est-à-dire soit est l'algèbre © des nombres 
complexes, soit l'algèbre D des nombres doubles (de la forme a + 
+ be, où a, bE ? et e° — 1), soit l'algèbre des rombres duaux 
(de la forme a + be, où a, bE 3 et e& — O0). 


Théorème 1. Pour toute fonctionnelle quadratique Q sur un espace 
vectoriel Ÿ° à n dimensions, l'algèbre de Clifford ©I(Q) est isomorphe 
au produit tensoriel gauche de p algèbres de nombres doubles, r — p 
algèbres de nombres complexes et n — r algèbres de nombres duaux, où 


r est le rang de le fonctionnelle Q et p son indice d'inertie positif. En 
particulier, 


Cl(n)=€C ® ... @C, Cl(r)=D® .…. &D. 
n fois n fois 


Démonstration. Résulte par une récurrence immédiate 
de la proposition 2 et du théorème de Lagrange. [ 


Etant donné que les algèbres voient leurs dimensions se multi- 
plier quand on fait leur produit tensoriel, il s'ensuit du théorème 1 
que dim ©CI(Q) = 27. 


Bien plus, si e,;,..., e, est une base Q-orthogonale de l’espace 
J”, alors comme la base du i-ième facteur est composée des éléments 
1 et e;, la base de l'algèbre CI(Q) sera composée de 2" éléments de 
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la formezs xs . .. 2h, , OÙ Ki, Ke, - . ., Kn = 0, 1, et 20 = 1, xD = 


= €, pour tout i — 1; n. 

Introduisons le sous-ensemble J de la portion [r] = {1,2,...,n} 
de la série des entiers naturels, composé des indices à tels que ke = À, 
et appelons e, l'élément Pr ...Zÿ.. Donc, si 1 = {ii <...< 
<< im}, alors €; — ei, er. 


On désignera m par | I |. 

En particulier, pour m — 1 on obtient des éléments ey;, = 
= js +. En} = En. Ces éléments sont donc linéairement indépendants 
et, par suite. l'application & 7° — © CI(Q) (qui, rappelons-le, 
envoie les vecteurs de base e,, ... e, dans les éléments e,, ...,eh 
est, comme on l’a déjà affirmé plus haut, un monomorphisme. On 
identifiera en principe chaque vecteur x € 7?’ à l'élément associé 
z Eru7® E1(Q). En vertu de cette convention, pour tout objet 
(.4, æ) E CLIFF(Q) le morphisme a: ©l(Q)— .4 n’est autre que 
le prolongement de l'application &« de 7” à CI(Q) 

Pour m = 0, c'est-à-dire pour 71 = @, l'élément e- (désigné 


aussi par e,) est l'unité 1 de l'algèbre CI(Q). 
Les vecteurs e; et e; étant par hypothèse Q-orthogonaux, il 
vient d’après la formule (2) 


(10) ee; + ejei = 0, L Æj. 
Par ailleurs, d’après la formule (f) 
(11) ef — en Où €; = Q(ei). 


Les relations (10) et (11) nous permettent d'écrire immédiatement 
le produit d'éléments de base quelconques e, et e;. Par exemple, pour 
n =retp = O0, c'est-à-dire dans l'algèbre ©1,(n7), on a la formule 


(12) erer = (— 4) L CEIAJ 
où { AJ = (ZI U J) (7 NJ) est la différence symétrique des ensem- 
bles Z'et J, et t,(7, J), le nombre des couples (i, j) E TI X J tels 
que i >. 

De façon analogue, dans l'algèbre ©l(7) 
(15) ejes = (—1) Cr Nerar, 


où Tt(7, J) est le nombre des couples (i, j) E I X J tels que i> j. 


On dit qu’une application linéaire a + a d’une algèbre .# pas for- 
cément associative dans elle-même est un antiautomorphisme invo- 
lutif si a = a et ab = ba pour tous éléments a, b € 4. Exemple: 
l’application de l'algèbre tensorielle T,(7°) dans elle-même, défi- 
nie sur les générateurs x, @ . .. @ x, par la formule 


z1 © QT = LTp D... © Ti. 
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Comme tous les éléments de la forme x @ x — Q(x) sont invariants 


par cet antiautomorphisme, il vient que 7(Q) = Z(Q) et. par suite, 
l'antiautomorphisme considéré induit un antiautomorphisme involu- 
tif de l'algèbre ©I(Q). 


Définition 3. L'antiautomorphisme involutif a + à de l'algèbre 
C1 (Q) s'appelle conjugaison. 
Il est immédiat de voir que la conjugaison agit sur les éléments 
de la base e,, I = {ii <...<in}e nl, à l'aide de la formule 
L m(m— 1) 
Cr = (— 1) ® Cte 


Donc, e; —e, pour m = 4p. 4p +1 et e; = —e; pour m — 
= 4p +2, 4p + 3. 


On rappelle que le centre d'une algèbre associative est la sous- 
algèbre composée de tous les éléments permutables à chaque élément 
de cette algebre. 

Calculons le centre de l'algèbre de Clifford ©1(Q) dans le cas 
où la fonctionnelle Q est définie positive ou négative, c'est-à-dire 
pour les algèbres C1,(n). 


Proposition 3. Sin est pair. le centre de l'algèbre ©l.(n) est 
à une dimension (et est composé des seuls éléments de 3), si n est impair, 
le centre de l'algèbre €l,(n) est à deux dimensions et est engendré par 
les éléments 1 et eçyy] = ee: . - . en. 


Démonstration. Comme les éléments e,, ..., e, engen- 
drent l'algèbre Cl,(z), un élément zxECl,(n) appartient au 
centre de cette algèbre si et seulement si re; = e;x, c'est-à-dire que 
exe; = ex, pour tout à = 1. .... n. Or, il est clair que si i € I — 
= {h <<... <im} et à = y. alors 


ejer=(—1)'ee,,; et er =(—1)"'ee 


et si iélet i,, <i<i,, alors 


IX{ih 


er = (— eg et eme in. 


Donc, si z= 2 xje;y, alors 
I 
ere D (—1)errer+ Ÿ (—exrer, où m=] 1]. 
1 


Par conséquent, e;xe; = er; si et seulement si x, — (—1)"*!zr, 
pour à El et x; = (—1)"x,; pour à € I. Comme pour tout 1 = G, 
{n], il existe des éléments à € Z et des éléments i € Z, on en déduit 
que si e;re,; = ex pour tous les i = 4. .... n. alors (—1)"*\x; — 
= (—1)" x, et. par suite, x; == 0. Par ailleurs. xç,1== (—1)"“x,, 
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et Zn = À sin est pair. Donc, x = r-e: si n est pair et x — 
= X:03 + ZnJé{[n] Si À est impair. [) 


Corollaire. Pour tout n et tout & les seuls éléments pairs du centre 
de l'algèbre ©], (n) sont les nombres de 3. Q 


Comme 2° = €] x |* pour tout élément x EiR" = 2”, tous les 
éléments non nuls de R” sont inversibles dans l'algèbre Cl,(n). 
En particulier, sont inversibles tous les éléments de la sphère unité 


S"-1 de l’espace R", et. de plus, si x € S"-!, alors x”! — er — eZ. 
Définition 4. Le sous-groupe pin,(r7) du groupe multiplicatif de 


tous les éléments inversibles de l'algèbre ©l.(7), engendré par les 
éléments de S"-! s'appelle groupe de Clifford de degré n et d'indice &. 


Pour e — —1.ce groupe est noté pin4(n) et pour € — —1, pin(n). 
Le sous-groupe pin,(r7) composé des éléments pairs est noté 
Spin,(r) (Spin4(n) pour 8 = +1 et Spin(n) pour € = —1) et 


appelé groupe des spineurs de degré nr et d'indice €. 

Il est clair que les groupes pin,(z) et Spin.(?) sont fermés dans 
le groupe de Lie de tous les éléments inversibles de l'algèbre Cl,(n). 
Ces groupes sont donc des groupes de Lie. 

Par définition, tout élément uw du groupe pin.(n7) se représente 
(en général de façon non unique) sous forme d’un produit x, ...Zms 
OÙ Zi, - . .e Im E S"”!, et cet élément appartient à Spin,(n) si et 
seulement si m est pair. Ceci étant, comme Îles applications Ur u7 
et u— u sont des antiautomorphismes et x”! — ex pour x € S"”", 


il vient u”! = e"u et, par suite, 


u"‘=u si uESpin.(n) (ou e= + {). 
nt n 
Si u= NY ue, Et" et x=— D zie; ER", alors 
i=1 


ni 


a à 
ur= — Ÿ'ur;+ D UT jee; 
i=1 i#) 


et, par suite, 


UxU = D u;xzju,e;ie;er + .. 
(i5R) 
où les points de suspension figurent des termes linéaires en e,,...,e, 
(c'est-à-dire appartenant à R”) et le symbole placé sous le signe 
somme que la sommation est étendue à tous les triples (ijk) de nom- 
bres 1. ..., x deux à deux distincts. Or. le produit e;e;, change 
de signe par une permutation de deux quelconques de ses facteurs 
et les coefficients u;xr;u, sont symétriques par rapport à ëi et k. Donc, 
cette somme est nulle et, par suite, uru € R". Comme (ur)r (uv) = 


— u(vxv) u,on en déduit queuxru € R" pour tout élément u € CI(n) 
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représentable par un produit d'éléments de =" et donc, en parti- 
culier, pour tout élément uw € pin,(n). Ceci montre qu'en posant 


q(u)r = uru, uEpin.(n), z ER", 
on obtient une application (visiblement linéaire) 
p(u): R° — R°. 
On voit par ailleurs que œ(uv) = œ(u)q(v), c'est-à-dire que l'appli- 
cation œ: u — q(u)est un homomorphisme du groupe pin.(n) dans 
le groupe des opérateurs linéaires inversibles de R? dans 2". groupe 
que, compte tenu du fait que nous avons fixé une base e,, ..., en 
dans 2”, nous identifierons au groupe GL(n) des matrices inver- 
sibles. 
Par ailleurs, comme pour tout élément x € A" on a l'égalité 
(ptu)r = e(p(u)r) = euxuuru = 
— geuxu"luru ! = euxzu"! = [rfuu”! = |xf, 
l'opérateur œ(u) est orthogonal pour tout élément u € pin,(u), de 
sorte que est bien un homomorphisme 
p: pin,(rn) —+ O (n). 
Proposition 4. L'application 
ç: pine(r) —+ O (n) 
pour £ — —ÎÙ ou n pair est un épimorphisme sur le groupe O(n), et 
pour € = +1 et n impair, un épimorphisme sur le groupe SO(n). 


Pour tous e et n, l'homomorphisme q@ envoie le groupe Spin,(n) 
dans le groupe SO(n) et. de plus, l'homomorphisme induit 


Po: Spin,(n)—+ SO(n) 
est un épimorphisme. 
Lè noyau de l'épimorphisme , est le groupe du second ordre 
{1, —1}. 
Démonstration. SiuES"-let x CR", alors d'après 
la formule (2) on a 
q(u)x = uru = uru = (2E(x, u) — zuju — 


= —Eæ(z — 2(x, uju) 
et, par suite, 


p(u) — —eut, 
où u{: zr-rx — 2(x. u)u est la symétrie dans l’hyperplan orthogo- 
nal au vecteur u. Donc, l’image de l'homomorphisme œ pour  — —4 


contient toute symétrie de l'espace R”, et pour € = 1, le composé 
d'une symétrie quelconque et de l'opérateur x > —zx de détermi- 


15* 
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nant (—1)". Ceci prouve les trois premières assertions de la proposi- 
tion 4, puisqu'on sait (cf. I, 27) que dans les espaces à une et à deux 
dimensions, tout opérateur orthogonal est une symétrie ou une com- 
posée de symétries, et dans un espace à #7 dimensions, la somme di- 
recte d'opérateurs orthogonaux dans des sous-espaces à une et à deux 
dimensions (cf. II, 21) et, par suite, est aussi une symétrie ou une 
composée de symétries. Ceci étant, un opérateur appartient à SO(n) 
si et seulement s’il est le composé d’un nombre pair de symétries. 

Si u E Ker p,, alors ue; = e;u pour tout i = 1, ..., n (car, 
comme signalé plus haut, u-! — u pour tout élément uw € Spin,(n)) 
et, par suite. u appartient au centre de l'algèbre ©l,(n), c'est-à-dire. 
étant pair, est un nombre de &. Donc, q(u)r = u°xr, c'est-à-dire 
que q(u) = u*E et, par suite, u — +1 puisque l'opérateur q{(u) 
est orthogonal. Réciproquement, il est clair que +1 € Ker ®. DO 


De la proposition 4, il s'ensuit que si le groupe de Lie Spin, (n) 
est connexe pour 7 >> 1, l’épimorphisme , est un revêtement de 
groupe. Dans le cas contraire, le groupe Spin,(n) doit être le produit 
direct SO (nr) X Z, (et l'application ®,, la projection SO(n) x 
X Z, —> SO(n)), donc ses points 1 et —1 seront situés dans des 
composantes différentes. Or il est évident qu'en posant 


u(lt)=e (cos t.e, + sin _. t-e,) (cos + te, —sin + t-e2) = 
=cosrt—esinnt-ee, O0<t<1, 


on obtient dans Spin,(r) un chemin £ + u(t) reliant le point 1 au 
point —1. C’est donc le premier cas qui aura lieu. Par conséquent, 
le groupe Spin,(n) est connexe pour n >> 1 et l’épimorphisme q, est 
un revêtement de groupe. 

L'image réciproque de tout point par le revêtement œ, est com- 
posée de deux éléments. De tels revêtements sont appelés revêtements 


à deux feuillets. 


L'existence d’un revêtement non trivial du groupe SO{(n) expri- 
me que ce groupe n'est pas simplement connexe. 

Pour trouver son groupe fondamental, on se servira encore de 
la proposition 8 de la leçon précédente. Comme déjà signalé dans 
la leçon 1, la variété quotient SO(n)/SO(n — 1) s'identifie canoni- 
quement à la sphère S"-! et, par suite, est simplement connexe pour 
n> 3. Donc, d'après la proposition 8 de la leçon 12, le groupe 
fondamental x,SO(n) du groupe SO(n) pour tout n>3 est le 
groupe quotient du groupe 7;SO(3). Il suffit donc de calculer le 
groupe 7150(3). 

Soient H” l’espace vectoriel des quaternions « imaginaires purs »n 
(c'est-à-dire tels que n = —n) et S le groupe des quaternions 
« unitaires » Ë (c’est-à-dire tels que E = E”!). Si EE S° et n EH, 
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alors En"! = Erin E — —EnE-! et, par suite, Enë”'€ K’. Donc, 
pour tout quaternion E € S%, la formule q(ë): n—> ënE”!, n EH’, 
définit un opérateur (visiblement linéaire) q(E):H° —> H'. Ceci 
étant, l'opérateur œ(E) est orthogonal. puisque [Enë”!| = In|. 
En vertu de l'identification H° — $, l'application : E — q(E) 
sera donc une application (de toute évidence un homomorphisme) 
de S3 dans O(3). Bien plus. le groupe S° étant connexe, l'homomor- 
phisme œ est bien une application dans le groupe SO(3). 


Proposition 5. L'homomorphisme 
ÿ: 5° — SO(S) 


est un épimorphisme. Son noyau est le groupe du deuxième ordre {1, —1}. 


Pour prouver cette proposition on se servira du lemme général 
suivant : 


Lemme 2. L’homomorphisme D: G— H de groupes de Lie connexes 
est un revêtement de groupe (et, par suite, un épimorphisme) si son 
noyau K = Ker ® est discret et dim G = dim }. 


Démonstration. Ayant un noyau discret, l'homomor- 
phisme ©, considéré comme une application sur ®(G) & G/K. est 
un revêtement de groupe. Donc, seule l'égalité O(G) = H est 
à démontrer. Mais comme dim Œ(G) = dim G = dim }H, l'unité 
e E D(G) est un point intérieur du sous-groupe (G), c'est-à-dire 
que dans }H il existe un voisinage U de l'unité tel que UV’ ®(G). 
Ceci prouve le lemme puisque le groupe H étant connexe. il est engen- 
dré par le voisinage U. OO 


Démonstration de la proposition 4 Comme 
dim S° = dim SO(3) — 3, il suffit en vertu du lemme 2 de prou- 
ver seulement l’assertion relative au noyau. Or, si E € KerwŸ. pour 
les uriités quaternioniques à, j, k, on aura les égalités Ei — ië. £j — 
— jE, Ek = kE, ce qui n’est possible de toute évidence que si£E€ R, 
c'est-à-dire pour = +1. 


La proposition 4 dit que l'application #: S°— SO (3) est un 
revétement de groupe à deux feuillets. La sphère S° étant simple- 
ment connexe, ce revêtement est universel. Donc, x,SO(3) = Z; 
et, par suite, d’après la remarque faite plus haut, le groupe 1,S0(n) 
est un groupe quotient du groupe Z, pour tout r > 3. Or nous 
savons que ce groupe n'est pas trivial. Donc, le groupe x,SO(n) 
est le groupe 7, du deuxième ordre pour n > 3. 

Pour nr = 2, le groupe de Lie SO(2) est un cercle S', donc le 
groupe 31S0(2) est isomorphe au groupe Z. 

Pour nr = { le groupe SO(1) est un groupe composé uniquement 
de l'unité. 
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Par ailleurs, nous constatons maintenant que le groupe Spin,(n) 
est un groupe simplement connexe pour n> 3, et le revêtement 
Po: Spin,(n)— SO(n), un revêtement universel. 

Ce revêtement universel étant unique, on déduit, en particulier, 
que le groupe Spin.(n) est isomorphe au groupe Spin(n). 

Ainsi, les algèbres Cl,(7) et Cl(n) ne sont pas isomorphes, mais 
leurs sous-groupes Spin.(n) et Spin(z) le sont. 


Remarque 2. On voudrait bien avoir l’isomorphisme des groupes 
Spin-(7) et Spin(r) sous une forme plus explicite. De même qu'on 
voudrait tout aussi bien appréhender le sens algébrique de cet iso- 
morphisme. Nos vœux seront exaucés si l’on construit un isomorphis- 
me des algèbres £l°(n) et ‘ 1%) appliquant le groupe Spin+(n) 
sur le groupe Spin(n). Cet isomorphisme sera un isomorphisme li- 
néaire 0: Cl°(n7)— Cl(n) envoyant élément de base e,; de l'algèbre 
Cl(r) dans élément de base e, de l'algèbre Cl(n). c'est-à-dire 
dans (—1}Pe,, où 2p = | 7 |. En effet, il suffit de toute évidence de 
montrer que p est un homomorphisme d'’algèbres, c’est-à-dire que 
p(ese 5) = p(e;)p(e x) pour tous éléments de base e,,e ; de l'algèbre 
Cl(n). Soient | Z | = 2p, |J | = 2q et | ZAJ | = 2r. Soient par 
ailleurs t+ le nombre de couples (i, j) EI X J tels que i=>jett, 
celui des couples tels que i=> j. D'après les formules (12) et (13) on 
A eje; = (—{Î)tte,;,,; dans ©l(n) et e;e; = (—1)'e;: 3 dans 
Cl(n). Donc, peser) = (—1)t'eras, et p(er)p(er) = 
= (—1)1+P+9 e,,,. Ce que nous voulions, puisque de toute évidence 
T—ts=|l1NJ|=p+g—-s. Q 

Remarque 3. Le fait que l'application p est un homomorphisme 
d’algèbres peut être prouvé sans calculs si l'on remarque qu'elle 
est la restriction d'un isomorphisme des algèbres complexifiées 
Cl;(n) @ C et Cl(n) @ C, induit par les correspondances 
Er le, En —+ en, Où à = V —1. 

Dans la suite nous n’étudierons en principe que le groupe Spin(n). 


La description des groupes Spin(r) pour nr petit ne pose aucun 
problème. 

Il est clair que le groupe Spin(i) est, tout comme le groupe 
SO(1), composé seulement de l'unité. 

L'algèbre ©1°(2) est à deux dimensions (une base est constituée 
des éléments 1 et e,e.), et le groupe Spin(2) est un cercle dans cet 
espace vectoriel à deux dimensions. Donc, 


Spin(2) = S0(2) = S' = U(1). 


S'agissant du groupe Spin(3), il est isomorphe au groupe S'en 
vertu de l'unicité du revêtement universel : 


Spin(3) = S° = Sp(1). 
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Il est intéressant de constater que le groupe Spin(3) Æ S° est 
également isomorphe au groupe SU(2). En effet. un calcul immédiat 
montre que toute matrice de SU(2) est de la forme 


a b 
(14) ( u =) où [a [2-1 [== 1. 
—D a 


et que l'application SU(2) — S° qui associe à la matrice (14) le 
quaternion È = a + bj € S* est un isomorphisme. Q 


On en déduit, en particulier, que Le groupe SU(2) est un revéte- 
ment à deux feuillets du groupe des rotations SO(3). 

Pour obtenir l'expression explicite du revêtement SU(2) — 
— SO(3) associons à chaque matrice (14) une transformation homo- 
graphique 


(15) ce Te 


du plan complexe achevé Cr. Si le plan C+est identifié à une 
sphère S° au moyen d’une projection stéréographique., les trans- 
formations (15) sont envoyées (cf. I, 28) dans les rotations de la sphè- 
re. c’est-à-dire dans des transformations de SO(3). Ceci nous donne 
le revêtement SU(2)—+ SO(3). puisque les matrices qui ne diffe- 
rent que par leur signe engendrent la même rotation (15). 

Par ailleurs, il est immédiat de voir que Le groupe Spin(4) est 
isomorphe au produit direct S X S°. Le moyen le plus simple pour 
le prouver est de remarquer. primo, que pour tout couple de quater- 
nions &, n € S°. la formule 


t— Ein, GEH. 


définit une isométrie (puisque | £ën | = |El-|£l- In1= 11 de 
l'algèbre H dans elle-mème. c’est-à-dire un élément du groupe 
SO(4), secundo, que l'application obtenue S° X S5— SO(4) est 
un homomorphisme (car Ei(Esêne) M1 — (182) E(mine)). et. tertio, 
que le noyau de cet homomorphisme est composé seulement des deux 
éléments (1, 1) et (—1,—1) (si Eîn = & pour tous les &, alors. en par- 
ticulier, En = 1 et, par suite, £ = n; donc ëû = LE, d'où. comme 
on le sait, il s'ensuit que ë — +1). Cela signifie (cf. lemme 1) que le 
groupe S° X S* est un revétement à deux feuillets du groupe 
SO(4). Donc. ce revêlement est universel et, par suite, le groupe 
S* x S° est isomorphe au groupe Spin(4). 


Des résultats analogues caractérisent les groupes Spin(5) et Spin (6). 
Pour les obtenir, nous commençons par le groupe SL(4 ; C) des opé- 
rateurs linéaires unimodulaires de l’espace complexe à quatre dimen- 
sions €‘. Chaque opérateur À € SL(4;C) induit de manière évi- 
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dente un opérateur linéaire A. A*({*)— A°(C*) dans l'espace 
vectoriel A°(C‘) des fonctionnelles antisymétriques  bilinéaires 
de €‘ de type (0, 2). Cet opérateur agit sur les bivecteurs à l’aide de 
la formule 


A(x\y)=Az A Ay, sr. y EC. 


Comme dim A“(£*) = 6, en choisissant dans l’espace A*(C) une 
base composée des bivecteurs e; e;, i << j. où e,, e:, e3. e, sont les 
vecteurs de la base canonique de l'espace :*. on peut considerer que 


l'opérateur À est un élément du groupe GL(6; ©). Bien plus, en 
étudiant sur l'espace A°({f) la fonctionnelle quadratique Q qui 


à tout vecteur p''e;/\e; de cet espace associe un nombre pp + 
+ p#pfi + plép#?, on trouve par un calcul peu compliqué que tout 


opérateur À préserve Q. (Du reste ce fait peut être établi géométri- 


quement sans le moindre calcul. En effet, l’opérateur À envoyant 
bivecteur dans bivecteur respecte l'égalité Q — 0 qui est équivalente 
à la relation de Plücker qui caractérise les bivecteurs parmi les 
fonctionnelles de A*(2+); cf. II, 10. Cela signifie que l'opérateur 4 
applique l'hypersurface du second ordre Q = O dans elle-même. 
Alors. d’après le théorème d'unicité. aux coefficients de proportion- 
nalité près. des équations des hypersurfaces du second ordre, l’opéra- 


teur À doit transformer la fonctionnelle Q en une fonctionnelle pro- 
portionnelle 2,0. Il suffit donc de montrer que À, = {1 pour tout 
opérateur AE SL(4; ©). Or la correspondance A: À, est visible- 
ment un homomorphisme du groupe SL(4; ©) dans le groupe multi- 
plicatif [* des nombres complexes non nuls, et on démontre sans 
peine qu’un tel homomorphisme est trivial.) 

Si de la base e; A e;, i <'j, on passe à la base 


fi=e ÂAeste; fe, fa=ie, Ale, —ies A e, 
(16) fs—=e Nestes Ne, files À e3—ies À @, 
s=e Aes+e es,  fe=ie, À es —ie, A es, 
dans laquelle la fonctionnelle @Q se représente par une somme de 


carrés, alors chaque opérateur À sera défini dans cette base par une 
matrice orthogonale. En désignant cette matrice par (4). on ob- 
tient une application (qui est de toute évidence un homomorphisme) 


4: SL(4; C)— O(6; C). 


Le noyau de l’homomorphisme % est composé de matrices A dont les 
colonnes 4,. a,, a;. a, satisfont la relation a; À a; = e; À e;, quels 
que soient i et j et. par suite, sont telles que pour tout couple (à, j) 
les vecteurs a; et a; s'expriment linéairement en fonction des vecteurs 
e; et e;, ce qui évidemment est possible seulement si a; = À;e; pour 
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tout i. Par ailleurs. pour tous i et ÿ, on doit avoir l'égalité À,;4; = 1, 
ce qui n’est possible que si ou bien À; = 1 ou bien À; = — 1 pour 
tout i. Ceci prouve que le noyau de l’homomorphisme y est le groupe 
du second ordre {E, —E}. 


Considérons maintenant le sous-groupe de SL(4; ©) composé des 
matrices 4 telles que la matrice (4) possède des coefficients réels, 
c'est-à-dire appartient au groupe O(6) = O(6; 2). Il est clair qu'u- 
ne matrice À appartient à ce sous-groupe si et seulement si l'opéra- 
teur A4 commute à la transformation semi-linéaire S: A*(C4) — 
— A°(£) qui change les coordonnées de chaque élément de l’espace 
vectoriel A°(C') dans la base (16) en leurs conjuguées complexes. 
Si une fonctionnelle de A°(C*) admet les coordonnées z,, . .., % 
dans la base (16), elle admettra visiblement les coordonnées suivantes 


Pis = Zn + eo Pas = 3 — es 
Peas = 23 F Us Pas = 23 — Zi. 
Pis = 25 À Ügr Pos = —25 — Le, 
dans la base composée des bivecteurs e; À e;, i< j. donc sa transfor- 
mée par S sera la fonctionnelle de coordonnées 
Paus Pass Piss Poss —Pass —Pia- 
Cela signifie que S$ = To G, où T est un opérateur linéaire 
A°(C)— A2(Cf) agissant sur les bivecteurs de base à l’aide 
des formules 
T (e, \ @) = es /\ ee, T (es A es)=e; A e, 
(15) T'(e A es) =e, A es, T(e, Ae)=e /Ae;, 
Tea /\es=—e je, T(e A es) = —e, fe, 
et o: Ct —+ Ci un isomorphisme semi-linéaire remplaçant les com- 
posantes de chaque vecteur par leurs conjuguées complexes. Donc, 
(4) € O(6) si et seulement si 
AoTo0=TeGs A. 
On montrera plus bas que tout opérateur À E SL(4; ©) est 
justiciable de la relation 
(18) AoT=To A, 


où 4° est un opérateur sur C* dont la matrice se déduit de celle 

de l'opérateur À par une transposition et une inversion. Il s'ensuit 

de là que (4) € O(6) si et seulement si À4°o 6 — 6: À, c’est-à-dire 
PeN LS 

si et seulement si 4° °c 6 = 6 © À. En particulier, (4) € O(6) si 

A°o6G—=0cÀA, c'est-à-dire si 4% — A47!, où A* est l'opérateur 
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adjoint (pour la multiplication scalaire standard de ©‘) (la matrice 
de A* est la transposée conjuguée de celle de A). Comme l'égalité 
A* — A7! caractérise les opérateurs unitaires appartenant au sous- 
groupe SU(4) du groupe SL(4; ©), ceci prouve que l’homomorphis- 
me y envoie le groupe SU(4) dans le groupe 0O(6) et, puisque le 
groupe SU(4) est connexe. dans le groupe SO(6). Il induit donc 


l’homomorphisme 
Yo: SU(4) — SO(6). 


Cet homomorphisme est un revêtement à deux feuillets, puisque 
son noyau est confondu de toute évidence avec celui de 4, et donc 
est un groupe du second ordre, et dim SU(4) — dim SO(6) = 15. 
Ceci prouve que le groupe SU(4) est un revêtement à deux feuillets du 
groupe SO(G6) et. par suite, est isomorphe au groupe Spin(G). 


Le groupe SU(4) contient le sous-groupe Sp(2) dont les élé- 
ments 4 sont caractérisés par le fait qu'ils laissent invariante la 
fonctionnelle bilinéaire antisymétrique de matrice 


0 O0 0 1 
0 O0 1 0 
J= 0 —1 O0 O0! 
—{ 0 O0 0/ 


Ou, ce qui est équivalent, par le fait que AJ = JA, où J est un opéra- 
teur linéaire sur C* de matrice J (comparer avec la formule (5) de la 
leçon 1). Donc, si À E Sp (2), alors AoJ—=Jo A et, par suite, 
(cf. formule (18)), ÂoToeJ = ToJo A. Mais un calcul évident 
montre que T'c J = —I, où Test un opérateur linéaire A‘*(Cf)— 
—+ A°(C*) laissant invariants tous les vecteurs (16), hormis le vecteur 
fs qui est envoyé dans —f.. Donc, Ao1—=TIo À, ce qui équivaut 
à l'égalité Af3= +f:. Ceci signifie que 4 (À) appartient à un sous- 
groupe de SO(6) qui est isomorphe au groupe O(5) et même — 
puisque Sp(2) est connexe — à la composante de l'unité SO(5) 
de ce sous-groupe. Comme dim Sp(2) = dim SO(5) = 10, il vient 
que le groupe Sbp(2) est un revêtement à deux feuillets du groupe 
SO(5), et. par conséquent. est isomorphe au groupe Spin(5). 

En rassemblant tous les faits établis, on obtient la proposition 
suivante : 

Proposition 6. Les groupes 

S', S° = Sp(1) = SU(2), S° x S°, Sp(2)}, SU(4) 
sunt des revêtements à deux feuillets des groupes 
SO(2), SO(3), SO(4), SO(5), SO(6) 
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et. par conséquent. sont isomorphes aux groupes 
Spin(2). Spin(3) Spin(ä), Spin(s), Spin(6) 
respectivement. [ 
Nous avons ainsi réussi à représenter les groupes Spin(r) pour 
n< 6 sous forme de groupes matriciels. On obtient des résultats 
analogues pour nr >> 6 à ceci près que les groupes Spin(n), n > 6, 


s'identifient seulement à des sous-groupes orthogonaux correspon- 
dants. 

Il est évident que pour prouver cette assertion, il suffit d'obtenir 
les représentations matricielles des algèbres complètes de Clifford 
Cl,(n). Dans ces représentations, nous négligerons la Z,-graduation 
et donc, en particulier, nous admettrons que tous les produits ten- 
soriels sont ordinaires (et pas gauches). 


Nous savons déjà que ©1(4) & € et ©1,(1) Æ D, où D est 
l'algèbre des nombres doubles a + be, e* — 1. Du reste, il est 
immédiat de voir que la correspondance a + be — (a + b, a — b) 
est un isomorphisme D Æ R @ R. Donc, 

CI()&=C, CL(DERER. 


Une vérification automatique montre par ailleurs que les cor- 
respondances e, + , esr—+ j, ee.—+ k définissent un isomorphisme 
entre l'algèbre CI(2) et l'algèbre des quaternions H, et les corres- 
pondances 


( 0 (° 1 ( 0 1 
477 \o _4j 7 \1 0)” AT | 4 0) 


un isomorphisme entre Cl,(2) et R(2). Donc, 
C1(2)Z=F, CLO)Æ&R(). 
Proposition 7. Pour tout n > 0, on a l'isomorphisme 
Cl (nr +2) & C1. (n) @ CIi.(2), 
c'est-à-dire les deux isomorphismes 
Cl(n +2) = Cl (n) @ F, 
Cl, (nr + 2) & Cl(n) @ R(2). 
Démonstration. Considérons l'application linéaire 


a: R'* — Ci. (n) @ CI. (2), 
pour laquelle 
a(e;) = e; © ee, pour i=1i,...,n, 


Q(en+1) = 1 es, a(entr) = 18e 
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(les générateurs des trois algèbres Cl.(n + 2). {1_.(n7) et CI1,(2) 
sont désignés par les mêmes symboles e;). Line vérification immediate 
montre que a@(x)* = efxf pour tout x € R"*°. Donc, l’applica- 
tion « se prolongeen un homomorphisme at: Cl,(r + 2) — 
— CIl,(n) © CI1,(2) de l'algèbre Cl,(n + 2) dans l'algèbre 
Cl-,(7) © ©1,(2). Un raisonnement analogue nous conduit aux 
homomorphismes f#: Cl,(n7) —+ Cl.(n + 2) et y: C1.(2)—- 
— Cl,(n + 2) pour lesquels 
BR(e;) = — ejentiente, = 1,...,n, 
et 
VF(e1) = Entis Yes) = en+e- 

Comme de toute évidence B#(e;) y#(e;) = y“(e;) B=(e;) pour 
tous i = 1,...,n et j = 1,2, les homomorphismes f# et y# com- 
mutent et, par suite, l'application 


p* Q y* : Cl. (n) © C1, (2) — CL (n + 2) 


est un homomorphisme d’algèbres. Ceci étant, pour tout i=1,...,n 
on aura 


LB © y%)° arl(e) = Be): ve16s) = — € (ensien +) = 5 
(car (e,, e.)* = — 1 pour tout &), et pour tout j = 1, 2 
[(BF © y#) © a#](en+;) = 1 © yes) = 1 ® en+s, 
de sorte que (B# @ y#*) °a#* — id. De façon analogue, pour tout 
i=1,...,n 
[a (PT © v*#)] (er © 1) = a (BŸ (er) = a (—eenssense) = 
= —a%(e;) a*(e,+,) a#(e,:) = 
= — (a ® ee.) (1 ® 2) (1 ® #) = 
= — €; @ (ee) —e; 
et pour tout j = 1, 2 
la s (BF @ v#)1 (1 © €) = a(y#{e;)) = 
= a#(e,+;) = 1 Qe;, 
d'où il résulte aussitôt que a#c (B# © y“+) = id. Donc, les applica- 
tions a* et B# @ y+ sont des isomorphismes réciproques l’un de 
l'autre. D 
Cette proposition entraîne immédiatement 
CIG)  &RGROHE&HOEK, CL(3&=C@R()=C (2), 
Cl(4) &R(2)@H£&EH (2), Cl, (4) &H@R(2=H (2). 


Pour aller de l’avant, nous aurons besoin du lemme suivant. 
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Lemme 3. On a les isomorphismes 
C@t=tet, Cohsec(), H@H=ER(4). 


Démonstration. Il est évident que © @ Cl(n) = 
= © ® Cl4(n). Donc, 


C@tat@ Hz QE L(H)EQRER)ECEeTS. 
De façon analogue 
CQOH=CO@C(2)=zt@C(2=CO@R(2EC (2). 


À noter que ces isomorphismes peuvent être établis directement et 
sans peine. Ainsi, l’isomorphisme © @CÆ&C@C est défini 
par les correspondances 1 @ 1 — (1, 4), i ® A (i, à, 1 © i — 

> (i, —i), iQ i— (—1, 1). 

On établit l'isomorphisme Hi @ HÆ R(4) en identifiant [a 
à 2‘et en associant à tout élément E © n de H @ HE n EF, 
un opérateur linéaire o(ë © 1): H—+#H agissant à l'aide de la for- 
mule 


O(E © ni=Etn, EH. 
Une vérification immédiate montre que l'opérateur o(ë © n) est 
défini de façon unique (c'est-à-dire si E @ n = £” @ n. alors 
O(E © n) = o(£’ ® n')) et que l'application « se prolonge de 
façon unique par linéarité en un homomorphisme « de l'algèbre 
H © H dans l'algèbre des opérateurs linéaires H —- H, c’est-à- 
dire, compte tenu de l'identification de H à H, dans l'algèbre ma- 
tricielle R(4). Ceci étant, comme ii = 1, iii —i, iji = — j, 
iki = — k, il vient 
Q(i © i) = Es + Eve — Ess — En. 
et comme j = — k, iij = j, ijj = i, ikj = —1,0on a 
Q(i © j) = — Es, + Ers + Ess — Eu. 

On calcule de façon analogue toutes les 16 matrices œ(E © n), où £, 
n = 1, à, j, k (il est évident que w(1 © 1) est la matrice unité 
E =E,; + Es — E33 + Eij). Quand on aura fini les calculs, on 
s'apercevra que toute unité matricielle E,p, 1< &, B< 4, peut 


être représentée par une combinaison linéaire de matrices o(ë © n\. 
Par exemple, 


Eu=+o(i@i+i@it+j@i+k@À) 
et 
Eu=ro(i®i—-1@it+k@i-;j@h). 


238 LEÇON 13 


L'application « est donc un épimorphisme et, par suite, un isomorphis- 
me à cause de l'égalité des dimensions des algèbres H © H et 
R(4). DO 

On désignera par .4(n) l'algèbre des matrices carrées d'ordre r 
sur une algèbre #, c’est-à-dire dont les éléments appartiennent à 4. 
Si Ecs désignent encore les unités matricielles, la correspondance 
a © Esp aE,s se prolonge visiblement en un isomorphisme 

LOR(R) = A (n). 

Comme l'algèbre R(r)(m) des matrices d'orde m dont les élé- 
ments sont des matrices d'ordre 7 s’identifie canoniquement à l’al- 
gèbre ?(mn) des matrices d'ordre mn, on en déduit, en particulier, 


que 
R(m) QR(2)&=R(mn) 


pour tous m, n>0. Donc, 
A4 (m) ® 8 (n) = (4 @ (m)) @ (8 QR(r)) = 
& (4 © #) @ (R(m) @R())& (4 ® 7) (mn) 
quels que soient les algèbres 4 et # et les nombres m, n >. 
Par conséquent, en vertu du lemme 3 
C(m @H(n)=C(2mn), H(m)@H(n) ÆR (4mn). 
En revenant aux algèbres de Clifford, on trouve tout d’abord que 


CL(2 @Cl(D&H@R(2)&H (2). 


Donc. en appliquant deux fois la proposition 7, on obtient les iso- 
morphismes 


Cl(n+4)=Cl(n) @ (2) et Cl(n-4) = Cl (n) QH (2), 
d'où il s'ensuit en vertu de l'isomorphisme H(2) @ K(2) = 
Æ (16) que 

Cl(n +8) & Cl(n) @ R (16) = [I (7) (16) 
et 
Cl, (n+ 8) = CL (n) @ R (16) = Cl,(n) (16). 


Ceci nous donne les algèbres €Cl,(n) pour tous les n, puisque 
nous avons déjà calculé ces algèbres pour nr < 4. Exprimons le 
résultat définitif sous la forme du théorème suivant: 


Théorème 2. On a les isomorphismes 


C1 (8m— 3) & C(2im-?), Cle (8m— 3) & H(2im-3) @ H(2:m-3), 
C1(8m—2)&R(25m-1), Cl, (8m—2) = H(2m-2), 
C1 (8m—1) CL (8m— 1) & C (2im-1), 


ÆR(2%-1)DR (2im-1), 
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Cl (8m) = 2 (2%), C1, (8m) = R (2°), 
C1 (8m +1) & C (27), Cl (8m+1)&R(2") 2 (27), 
Cl(S8m-—+2) =H(2%), Cl4 (8m +2) &R(2mr1), 
C1 (8m —3) = CL (8m +3) = £C (2m), 
æ M (247) @ H (2'"), 
Cl(8m+4)=H(2m+t), Cl: (8m+4)=H(2mri), 0 


On remarquera que 
CI (8m) = Cl; (8m), CIl(8m +4) = C1, (8m + 4). 
Il n'existe pas d’autres algèbres ©l(a) et Cl;(x) qui soient iso- 


morphes. 
A noter aussi que 
Cl(2n) pour n—4m—1, 4m, 
R (2") — x 
Cl, (2n) pour n=-4m + 1. 
Idem pour C(2") et F(2"). Il est intéressant de signaler que l'algèbre 
R(24" +) n'est isomorphe à aucune algèbre Cl,(n). 


Du théorème 2 il s'ensuit que pour les groupes Spin(n) (et pin,(”))} 
il existe des monomorphismes de ces groupes dans les groupes matri- 
ciels correspondants ou dans leurs sommes directes. Mais, comme tout 
couple (4, B) de matrices d'ordre n s’identifie à la matrice 


A OÙ 
(19) ( g) 


d'ordre 2n, les injections dans les sommes directes peuvent être 
remplacées par des injections dans les groupes de matrices d’ordre 
double. Donc, Les éléments des groupes Spin(n) sont des matrices d'or- 
dre N sur les algèbres R, € ou K. De plus N = 24"), où 

4äm—2 pour n —=8m —3, 

&m—AÂ pour n—8m—)2, 

4m pour n—8m— 1, 8m, Sim + 1, 8m + 2, 
4m + 1 pour rn—8m+3, 8m +4, 


a (n) = 


les matrices étant réelles pour n — 8m — 2, 8m — 1, 8m, complexes 
pour n = 8m —3, 8m + 1 et quaternioniques pour n — 8m + 2, 
Sm + 3, 8m + 4. 

Du reste, puisque l'identification du couple (4, B) à la matri- 
ce (19) se solde par une certaine perte d'information, il serait plus 
logique d'éviter cette identification et de représenter les éléments des 
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groupes Spin(n) pour nr — 8m — 1 et n — 8m + 3 par des couples 
de matrices d'ordre 2%"-1 (resp. réelles et quaternioniques). 


Définition 5. Deux représentations matricielles d’un groupe G, 
c'est-à-dire deux monomorphismes (ou, de façon plus générale, deux 
homomorphismes) d’un groupe G dans un groupe matriciel, sont 
dites équivalentes si elles diffèrent d’un automorphisme intérieur de 
ce croupe, c'est-à-dire si elles s’obtiennent à partir de la même 
représentation du groupe G comme groupe des opérateurs linéaires 
d'un espace vectoriel dans des bases différentes de cet espace. 


Il importe de noter que les représentations des groupes Spin(n) 
construites plus haut sont définies à l'équivalence près, puisque les 
isomorphismes de la proposition 7 et du lemme 2 peuvent être cons- 
truits de plusieurs manières ne présentant aucun avantage intrin- 
sèque par rapport l'une à l’autre (on peut admettre par exemple que 
a(e,) = 1 Qe, ae) = 1 @ es et  ale;) = e; > @ exe, pour 
2< in +2). 

Cette assertion peut être précisée. 

On dira qu'une matrice (sur une algèbre unitaire .#) est monomiale 
si dans chaque colonne et dans chaque ligne elle a tous ses élé- 
ments nuls à l'exception d'un seul qui est égal à +1. L'opérateur 
défini par une matrice monomiale permute les vecteurs de base en 
les multipliant simultanément par +1. Donc, toute matrice mono- 
miale .+# est orthogonale pour # — R, unitaire pour # — € et 
symplectique pour # = fi. 

Etant donné que dans les isomorphismes de la proposition 7 et du 
lemme 2 on peut de toute évidence limiter l'arbitraire aux permuta- 
tions des éléments des bases et à la multiplication de ces éléments 
par Hi. on voit que les représentations des groupes Spin(n) peuvent 
être considérées comme étant définies aux équivalences près réalisées 
par les matrices monomiales. 


Il est clair que quelles que soient les matrices monomiales À € 
E R(m) et BER(R), la matrice de R(mn) = R(m) @ 2(n) 
associée au produit tensoriel À @ B des matrices À et B (à propos, 
cette matrice s'appelle produit kroneckerien des matrices À et B) 
est aussi monomiale. | 

Par ailleurs, il est immédiat de voir que les isomorphismes 
CO Hz C(2) et 1 @ H = R(4) du lemme 2 envoient les 
générateurs E@n.oùE=1,;iouE=1,i,j, ketn = 1.ài.j.k%, 
dans des matrices monomiales. Ceci est valable aussi pour l’isomor- 
phisme Cl,(2) Æ= R(2) (relativement aux générateurs e, et e.). 
Par une récurrence évidente, il s'ensuit de là que les isomorphismes du 
théorème 2 envoient les générateurs e,. . . ., e, des algebres €l(n) dans 
des matrices monomiales E,...., E, (ou des couples des matrices mono- 
miales). 
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En particulier, si les matrices E,. ..., Æ, sont réelles (resp. 
complexes, quaternioniques). alors elles sont orthogonales (resp. 
unitaires, symplectiques). En d'autres termes, ces matrices satis- 


font l'identité UUT — E, où E est une matrice unité. Mais comme 
2 = — {., alors £i = —E et, par suite, ET — —_E, Donc 
UT — — U pour toute matrice U/ de la forme E;, et, par consé- 


quent, par linéarité. pour toute matrice U de la forme u'E; repré- 
sentant un élément arbitraire u — u'e; E RC Cl(n). Par ailleurs, 
comme uw? — — [u |. alors U* — —|uff£ et, en particulier, 
U® = —E pour u € S"-!. Donc, UU' = E, c'est-à-dire que la 
matrice U est orthogonale (resp. unitaire, symplectique). 

En posant, pour simplifier, 


On) pour “<-=R, 
O:,(n)=4 U(n) pour <=£C, 
Sp(r) pour X=H, 


on trouve donc que tout élément u € S"-1 & Cl(n) se représente par 
une matrice U appartenant au groupe On), où K =R, Cou H 
selon la valeur prise par n. 

Comme les éléments de S”"-! engendrent le groupe pin(n), cette 
conclusion est valable pour tout élément u € pin(n) et, en particulier, 
pour tout élément u € Spin(n). 

Donc, le groupe Spin(n) est plongé dans le groupe Op(2%), où 


R pour n—8m—2, 8m—1, 8m, 
K= 4 C pour n=8m—3, 8m—ti, 
H pour n—8m-t2, 8m-+3, 8m<+a4. 


Ceci étant, lorsque < = %à, on peut affirmer de plus que Spin(n) = 
« SO(n), puisque Spin(n) est connexe. 

Lorsque < = ?, on peut certes passer aux matrices réelles 
(nécessairement orthogonales et unimodulaires) en identifiant © 
à R°et Hà 2‘, mais cela ne fait pas que doubler ou quadrupler la 
dimension, cela entraîne une importante perte d'information. 

Pour n = 8m — 1 ou n = 8m + 3, on représente en fait les élé- 
ments du groupe Spin(r) par des couples de matrices d'ordre deux 
fois moindre. 

A noter que nous avons dédaigné la possibilité d'obtenir d’autres 
représentations à l’aide de l’algèbre €l,;(r) et de l’isomorphisme 
Spin(n) Æ Spin+(r2). La raison est que ces représentations n'appor- 
tent rien de nouveau et conduisent à des représentations équivalentes 
ou à des représentations déduites d'elles par décomplexification, 
complexification ou construction de la somme directe. 
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Il existe néanmoins une autre possibilité de construction des repré- 
sentations des groupes Spin(n) qui, même si elle n'apporte rien de 
nouveau, permet de préciser la structure des représentations déjà 


construites. 
Cette possibilité repose sur le fait que par définition le groupe 
Spin(z) est contenu dans la sous-algèbre Cl°(7) de l’algèbre Cl (n) 
composée des éléments pairs. 
Proposition 8. L’algèbre Cl'(n) est isomorphe à l'algèbre Cl(n —1) 
pour tout n > 1. 
Démonstration. Définissons une application linéaire 
@: Cl(n — 1) — Cl(n) 
en posant 
er Si |Z]|est pair, 
@(er) = Eren Si |/| est impair, 
pour tout élément de base e, de l'algèbre Cl(n — 1), où Z est un 
sous-ensemble quelconque de l’ensemble [n — 1] = {1,...,n —1}. 
En d’autres termes, w(e;) = e,;+, où 
re I si | Z| est pair, 
© {ZU{r} si |Z| est impair. 
En désignant comme plus haut par (7, J) le nombre de couples 
(à, j) EI X J tels que i> j, on trouve aussitôt que 
1(1*, Jt)=7(], J) mod 2. 
Il est aisé de voir par ailleurs que Z2* A J*+= (1 AJ). Donc (cf. 
formule (13)), 
o (e;) © (er) = 18e = (— 


1,J 
= (— 1)" ea Jh = © (ere) 


t(I+, J+) 
1) Ets A Je — 


quels que soient les éléments de basee,; ete ; de l'algèbre Cl(n — 1). 
Donc, © est un homomorphisme d'’algèbres et, par suite, un iso- 
morphisme (puisqu'il établit une correspondance biunivoque entre 
leurs bases). O 
À noter que l’isomorphisme réciproque w"? agit à l’aide de la 
formule 
o'(u +we,)=u+r, 


où, à gauche, u et v sont des éléments de l'algèbre CI(:) (resp. de 
Cl‘{(n) et Cl'(n)) ne contenant pas e,, c'est-à-dire se développant 
suivant les vecteurs de base e, avec 7 & [In — 1], et, à droite, les 
« mêmes » éléments de l'algèbre Cl(n — 1). 


REPRÉSENTATIONS RÉDUITES DES GROUPES Spin(n) 243 


Remarque 4. Nous savons que les algèbres ÆCl°(n) et Cl°(n) 
sont isomorphes. Donc, l'algèbre €Cl(n — 1) est aussi isomorphe 
à l'algèbre Cl(n). L'isomorphisme &w:: Cl(r — 1) —+ Cl(n) est 
visiblement défini par les formules 


er sil{lest pair, 
OS (er) = 


cs ener Si | ZI | est impair. 


D'après la proposition 8, on peut admettre que Spin(n)E 
€ Cl(nz — 1). Donc, en appliquant encore le théorème 2, on obtient 
une représentation des éléments du groupe Spin(n) par des matrices 
d'ordre 2°" sur l'algèbre K, où 


R pour n—8m—1, 8m, 8m + 1, 
«| C pour n—8m—2, 8m +2, 
H pour n—8m+3, 8m+4. 8m+5. 


Certes, pour r = 8m et n — 8m + 4, on a affaire à une repré- 
sentation par des couples de matrices d'ordre 2*"71"", 

Tout vecteur u ER" peut être mis sous la forme u = u’+ke,, 
oùu'ER"-letÀi ER; de plus u € S"-lsi et seulement si | u’[° + 
+ 4° = 1. Par définition, le groupe Spin(r) est engendré par les 
éléments uv, où u, v E S"-1, c’est-à-dire par les éléments de la forme 


(u° + Ae,)(v" + per) = (uv — Au) + (uu' — Av'}er, 


et, par suite, son image dans Cl(r — 1) est engendrée par les élé- 
ments de la forme (u’v" — Àu) + (uu’ — Av’). Mais en posant v* = 
= v" — ue,, on trouve que l'élément 


uen-v*e, = (u'e, — À) (v'en + pu) = (uv — Au) + (pu — Av'}er 


admet dans Cl’(n — 1) la même image (uv — Au) + (uu’ — Av’) 
que l'élément uv. Ceci montre (puisque ue, E Spin(n) et v* € 
€ S7-1 si v E S'"-1) que l’image du groupe Spin(r) dans l’algèbre 
Cl°(2 — 1) est engendrée par les images des éléments de la forme 
uen, u ES"-1, Comme ue, = u’e, — À, ces images sont de la forme 
u’ — À et, par suite, se représentent par des matrices de la forme 
U — AE. Comme UT = — U, et donc, 


(U — AE) (Ü— AE)" = —(U — ME) (U + AE) = 
=I-U+ME= (lu P+M)E = E, 


toutes ces matrices sont orthogonales (resp. unitaires, symplectiques). 
Ceci prouve que les représentations nouvellement construites sont 
aussi des représentations dans les groupes OK(N) (et dans les groupes 
SO(N) pour K=R). 
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Donc, nous avons représenté maintenant le groupe Spin(8m + 1) 
par des matrices orthogonales d'ordre 2*", tandis qu'avant il l'était 
par des matrices unitaires du même ordre. Mais, en étudiant atten- 
tivement tous les isomorphismes, on démontrerait que ces matrices 
unitaires sont en fait réelles et que la représentation par des matrices 
réelles unitaires. i.e. orthogonales, est équivalente à celle qui vient 
juste d’être construite. (Ceci résulte sans calcul des résultats généraux 
sur les représentations matricielles des groupes Spin(r) qui seront 
prouvés dans le cadre de la théorie générale des représentations des 
groupes de Lie compacts. Nous glisserons donc sur ce fait ici.) 
Donc, nous n'avons pratiquement qu’une seule représentation du 
groupe Spin(8m -- 1) par des matrices orthogonales, appelée repré- 
sentation spinorielle. 

Pour le groupe Spin(8m), on obtient maintenant une représen- 
tation par des couples (À, B) de matrices orthogonales unimodulaires 
d'ordre 2*"-1, I] s'avère (et ceci se démontre plus facilement dans le 
cadre de la théorie générale des représentations des groupes de Lie 
compacts) qu'en identifiant ces couples aux matrices (19) d’ordre 
25", on est conduit à une représentation équivalente à celle construite 
précédemment. Donc, ici aussi on n'obtient qu'une légère précision de 
la représentation précédente. 

Du reste, on préfère généralement considérer non pas des couples 
de matrices, mais les composantes de ces couples séparément, c’est-à- 
dire deux homomorphismes 


(20) Spin (8m) SO (2:m-11). 


Ces homomorphismes s'appellent représentations semi-spinorielles 
du groupe Spin(8m). 

Signalons que les représentations semi-spinorielles ne sont pas des 
monomorphismes. En effet, l'isomorphisme ©l.(n) = CL.(n — 2)@ 
© CI.(2) de la proposition 7 envoie l'élément en] = & . . - €, de 
l'algèbre Cl,(r) dans l'élément efn-2]3© (e1e2)" 7! = (—1)"" tes 2) @ 1 
de l'algèbre Cl_.(r7 — 2) © C1,(2). Donc, l'isomorphisme itéré 
Cl(n) = Cl(n — 4) @ H(2) (on se borne au cas £& — — 1) trans- 
forme cet élément en l'élément eç,-,1 ® E, où E est la matrice unité. 
Une récurrence évidente montre maintenant que pour nr = 8m — 1, 
à l'élément em] est associé l'élément eç;;] @ Æ de l'algèbre CI(3) @ 
© H (2:7-3), donc, l'élément e QE (E, —E) de l'algèbre 
C14(1) © CI(2) © H(287+) & (R ® R) @ R(2:7-1). Ceci 
prouve que l'élément efgm-11] est envoyé dans la matrice unité £ 
par une représentation semi-spinorielle (20), et l'élément —eçgm-1] 
par l’autre représentation (20). (On admet ici que Spin(8m)e 
€ Cl(8m — 1); l'élément egsn-1] est remplacé par l'élément efsm) 
par l'inclusion canonique Spin(8m)= Cl'(8m).) 0 
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Remarque 5. On démontre que les éléments efgm et —€fam) Sont 
les seuls éléments non triviaux du groupe Spin(ôm) à être envoyés 
dans la matrice unité par les homomorphismes (20). 

L'ancienne représentation « par couples » du groupe Spin(Sm — 1) 
peut aussi être décomposée en deux homomorphismes. Mais ces 
homomorphismes seront des représentations exactes (c'est-à-dire 
des monomorphismes) et seront équivalents à l'unique nouvelle 
représentation du groupe Spin (8m — 1) dans le groupe SO(2:"-1). 

On obtient maintenant une représentation complexe du groupe 
Spin(8m — 2) dans le groupe U(2‘"-2). Cette représentation se 
transforme par l'inclusion U(2*"-2)€ SO(24"-1) en une représenta- 
tion équivalente à l’ancienne représentation du groupe SO(2*#-1),. 

L'ancienne représentation complexe du groupe Spin(8m — 3) se 
déduit de la même façon de la nouvelle représentation quaternionique. 

L'ancienne représentation quaternionique du groupe Spin(Sm—+2) 
est en fait une représentation complexe équivalente à la nouvelle 
représentation. Cette situation est identique à celle qui a prévalu 
pour n — 8m + 1. 

L'ancienne représentation quaternionique « par couples » du grou- 
pe Spin(8m + 3) est composée de deux représentations équivalentes 
à la nouvelle. 

L'ancienne représentation quaternionique du groupe Spin(Sm--4) 
est en fait une représentation « par blocs» qui se ramène à la 
nouvelle représentation « par couples ». 

Les deux dernières situations sont identiques à celles qui se 
présentent pour les groupes Spin(S8m — 1) et Spin(Sm) respective- 
ment. 

Comme déjà signalé, ces assertions résultent toutes automatique- 
ment de la théorie générale. Leur vérification directe, quoique fasti- 
dieuse, est du domaine du possible. Nous la laissons à l'initiative du 
ecteur. 


Achevons cette leçon par la démonstration de la formule (18) 
d'algèbre linéaire que nous avons adoptée sans la prouver. Pour la 
matrice de l'opérateur À, cette formule équivaut à une relation entre 
ses mineurs d'ordre deux et peut donc être prouvée par des calculs, 
assez laborieux sans doute, mais directs. Néanmoins pour dévoiler la 
teneur de cette formule, nous préférons en donner une démonstration 
plus conceptuelle sous une forme générale naturelle. 

Soit 7° un espace vectoriel de dimension finie sur un corps X, 
et soit comme toujours 7 ” son dual. Soient par ailleurs A?(7") et 
A'(7") les espaces des fonctionnelles p-linéaires antisymétriques 
sur les espaces 7° et #°” respectivement ; cf. II, 9. Pour tout p-vecteur 
a À... Az E A(F) et tout p-covecteur £! A ... AE"E 
€ A°(77), posons 


(Zi A ce A rzps BA... AP)=det|E(r;) li ji. pe 
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On vérifie immédiatement que la fonction (, } se prolonge d’une 
seule façon par linéarité en des éléments quelconques des espaces 
vectoriels AP(#) et A?(7") et est un couplage de ces deux espaces 
(cf. IT. 4). Donc, Les espaces A?(F7°) et A?(F") sont canoniquement 
duaux l'un de l'autre et, par suite, l'espace AP(7") — A?P(7') peut 
être identifié au dual A?(7') de AP(7"). 

Pour toute fonctionnelle antisymétrique y € A7) (pour la 
commodité, nous modifierons légèrement les notations adoptées 
dans IT) la correspondance z-> z N\ y,où x E AP(7°) est une appli- 
cation linéaire A?(7")— A?+%4(7) et, par suite, définit l’appli- 
cation adjointe AP*%47"")—+ A?(9"). L'image d'une fonction- 
nelle z € AP*1(7") par cette application est désignée par y ]z 
et s'appelle produit intérieur à gauche des fonctionnelles y et z. Par 
définition 

(x, y 2) =(x À y, 2) pour tout 2€ A*1(7"). 


De façon analogue, le produit intérieur à droite x [L_ y des fonction- 
nelles x E AP*{F) et y E AUF”), appartient à A?(7°) et est 
caractérisé par l'égalité 

Lu s=4(x y A2) pour tout 2€ AP(7"). 

Si e, ..., €, est une base de l'espace 7”, alors pour tout sous- 
ensemble I = {i,, ..., i,} de l’ensemble [n] = {1, ..., n}, où 
h <...<ip, on désignera le p-vecteur de base e, À ... Aer, 
par e, (voir ci-dessus les notations analogues pour les éléments de 
l'algèbre de Clifford). De façon analogue, on désignera par e! le 
p-covecteur de base ef A ... /\e'r, où el, ..., e" sont les vecteurs 
de la base duale de l'espace Ÿ°”’. Ceci étant, de l’anticommutativité 


du produit extérieur, il s'ensuit immédiatement pour tous sous- 
ensembles 7, JE I{n] 


CS Very , S 1NJ=@, 
er es = | 0 dans le cas contraire, 


où t(7, J) désigne comme dans la formule (13) le nombre de couples 
(à, j) tels que iEZ,j ET et i> j. Cette formule est valable de toute 
évidence pour le multicovecteur el! À e7. 
De ces formules il résulte aussitôt que 
= | (— 1) DK, si JET, 
tr Je — 0 dans le cas contraire, 
et de façon analogue 


esLe = | (—1) Per, si 1 ET, 
J 1—= 0 dans le cas contraire, 


où À — J\XI est le complémentaire de 7 relativement à J. 
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Considérons maintenant un opérateur linéaire A: #°— 7". Si pour 
tout multivecteur x, À ... A x» € AP(Ÿ ), on pose 


Atp (& À + Az) = Ati À... À At, 


et qu'on prolonge Ay»] par linéarité en un élément quelconque de 
l’espace A P(j ‘),on définit de toute évidence de façon unique un opé- 
rateur linéaire Ayp]j: A?(7°)— A?(7°) appelé généralement puissan- 


ce extérieure p-ième de l'opérateur À. (L'opérateur À envisagé plus 
haut n'est autre que l'opérateur 412.) 
Il est clair que 


Atp+al (Z À Y) = Atp]t À Ataiÿ 


quelles que soient les fonctionnelles zx € AP(3 ) et y E A7). 
Par ailleurs, il résulte des définitions que 


(4"}tp3 = (A tp))'; 


où le symbole « prime » désigne comme toujours (cf. II, 14) l’opéra- 
teur adjoint. Donc, la notation 4’, est tout à fait correcte. 
La clef de la formule (10) est donnée par le lemme suivant: 


Lemme 4. Pour toutes fonctionnelles x € A5), y € AP*43 ) 
et tout opérateur A: ÿ — Ÿ°, on a la relation 
TJ Afp+q9 = Afp) (At a ? 1 y). 


Démonstration. Pour toute fonctionnelle z € AP(F7"), 
on a 


(2, 2 Afp+a)9) = (3 À Z, Afp+glŸ) = 
= (Atp+a] (2 À Z), y) = 
= (Atp]2 À Ataït, y) = 
= (A(p)2, Arai -1y) = (2, Afo](Ato7 y). O 


Appliquons le lemme 4 au cas où p +gq = n et y — «d"l — 
= el A ... A e". Comme de toute évidence 


Afme"l = (det À) a"], 


d’après le lemme 3, pour toute fonctionnelle x € A%(7°) et tout 
opérateur A4: 7°— 7’, on a la formule 


(det À) (x _3 1) = Afpy(Ara z 1 ed). 
En posant 


Tr=zx_Jeny, zE A7), 
on peut mettre cette formule sous la forme 
(det A)T = Afp]° T° Atg] , Où p+qg—=n. 
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L'expression explicite de l'application T est 
Ter = (—1}eT. 


ù J — [n]XJ est le complémentaire de 7 relativement à [nr], et 
cU ) = t (J, 1) le nombre de couples (j, i) tels que i € Z,jélet 
j> i. On voit, en particulier, que 7 est un isomorphisme A7 )—+ 
+ A7"). 

Dans le cas particulier où det À — Î{. on obtient la formule 
(21) Abo T = Te At 


où À4° = (4')"1 

Jusqu'ici toutes nos constructions étaient complètement intrin- 
sèques (même l'isomorphisme 7 ne dépend de la base qu'à un fac- 
teur multiplicatif près, plus exactement, au déterminant près de la 
matrice de changement de base). Fixons maintenant une base e,,... 
.... En (c'est-à-dire en fait passons de l’espace vectoriel 7 * à l’espace 
vectoriel K”) et identifions les espaces 7” et 7 ” en égalant les coor- 
données dans les bases e,, . ... e, et e!, . . .. e" (en termes intrinsè- 
ques cela revient à définir sur l’espace vectoriel un produit scalaire, 
c'est-à-dire un couplage de cet espace avec lui-même). Alors. T sera 
un isomorphisme A7 )— A"-%(7 ) et sera défini par la formule 


Te; — (—1)Ue, 


et, par suite, pour nr = 4, p = q = 2, sera confondu avec l'isomor- 
phisme T défini par les formules (17) (généralisées au cas d'un corps 
de base K quelconque). Donc, la formule (18) est un cas particulier 
de la formule (21) aux notations près. 

On peut donc considérer que la formule (18) est entièrement 
prouvée. 


Remarque 6. En mettant la formule générale (21) sous forme 
matricielle, on obtient une formule qui exprime au moyen des mi- 
neurs d'ordre g= nr — p d'une matrice non dégénérée les mineurs 
d'ordre p de la matrice inverse. La démonstration numérique de cette 
formule implique des calculs excessivement compliqués. 
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Doublage des algèbres.— Algèbres métriques.— Algèbres nor- 
mées.— Automorphismes et dérivations des algèbres métri- 
ques.— Dérivations d’une algèbre doublée.— Dérivations et 
automorphismes de l'algèbre H.— Algèbre des octaves.— Al- 
gèbre de Lie g, .— Constantes de structure de l'algèbre de- 


Lie g® .— Donnée de l’algèbre gŸ par des générateurs et 
des relations. 


La construction des quaternions avec les nombres complexes est 
entièrement calquée sur celle des nombres complexes avec les réels. 
Plus, ces deux constructions sont des cas particuliers d’une mème 
construction générale. 

Soit { une algèbre (comme toujours de dimension finie) sur le 
corps des réels 2, sur laquelle est définie la conjugaison, c’est-à- 


dire un antiautomorphisme involutif a-— a (le cas a = a, Va € 4 
n'est pas exclu). 

Soit 4° l’espace vectoriel, somme directe de deux exemplaires. 
d’un espace vectoriel 4, c’est-à-dire l’espace des couples (a, b), 
où a,bE #. Munissons 4° de la multiplication suivante: 


(a, b)(u, v) = (au — vb, bu + va). 


Üne vérification immédiate montre que 4° est une algebre (de dimen- 
sion 2n, où n — dim 4) pour cette multiplication. Nous appellerons. 
cette algèbre doublage de l'algèbre 4. 

Il est évident que la correspondance a. (a, Ü) est un monomor- 
phisme de l’algèbre 4 dans l'algèbre 4°. Nous identifierons les élé- 
ments a et (a, 0) et admettrons de ce fait que l'algèbre -4 est une 
sous-algèbre de £°. Si l’algèbre 4 est unitaire, l'élément 1 = (1, 0) 
sera aussi l'unité de l’algèbre £*. 

Soit e = (0, 1). Alors, be = (0, b) et, par suite (a, b) = a + be: 
quels que soient a, bE Æ#. Donc, tout élément de l'algèbre 4° se. 
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représente d’une seule façon sous la forme a + be. Ceci étant, 
a(be) = (ba)e, (ae)b = (ab}e, 


(1) _ 

(ae)(be) = — ba, 
ce qui, combiné à la condition de distributivité, définit de façon 
unique la multiplication sur 4°. En particulier, e* — — 1 


Le doublage 2° du corps 2 est l’algèbre C des nombres com- 
plexes, et le doublage C*° de l'algèbre €, l’algèbre H des quaternions. 
La première assertion est évidente. Pour établir la seconde, il faut 
expliciter les nombres complexes a et b de chaque élément ë = a + 
+ be de l'algèbre C?, c'est-à-dire poser a = ay + ai, b = Ge — aai, 
et désigner e par j et ie par k#. On obtient pour E la forme quaternio- 


nique usuelle 
= Go + di + dej + ask. 


On vérifie automatiquement que les éléments i, j et À — 
-Satisfont les identités quaternioniques classiques. 


Etant donné que pour tout élément a € .4, on a ea = ae, l'algè- 
bre 4°, tout comme l'algèbre H, est visiblement non commutative 
Si la conjugaison définie sur # n'est pas une application identique. 
De même, puisque a(be) = (ba}e, l'algèbre 4°. n'est pas associati- 
ve si l’algèbre 4 n'est pas commutative. En particulier, le doubla- 
ge m° de H n'est pas associatif. 

On voit donc que le doublage itératif détériore progressivement 
les propriétés algébriques de la multiplication. 

Pour construire les doublages itérés il faut certes définir la conju- 
gaison sur l'algèbre #2. Nous le ferons à l'aide de la formule 


a+ be=—a—be, 


qui pour À = ? se transforme en la conjugaison complexe ordinaire 
(si l’on remplace bien sür e par i). Il est évident que cette application 
est involutive et linéaire. Un calcul immédiat montre que c'est un 
antiautomorphisme. Pour # = ©, c'est la conjugaison habituelle 
de l'algèbre H. 


On dira qu'une algèbre unitaire # sur le corps R est une algèbre 
métrique si elle est munie d'une conjugaison aa telle que pour tout 
mn) < #4, l'élément aa appartient à R (plus exactement, à R-1) et 


aa > 0 pour a 0. Le réel |a| —|/ aa sera appelé norme de a. 


Par définition {|a| = 0 si et seulement si a = (0. 
Une vérification immédiate montre que dans toute algèbre me- 
trique #4 la formule 


(z, y) = = At 
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définit un produit scalaire. Donc, ce produit fait de toute algèbre 
métrique un espace euclidien, la norme |a| de a € .# n'étant autre 
que sa longueur. 

Désignons par 4’, l'orthocomplément de l'unité dans une 
algèbre métrique 4. 

Tout élément a € «4 se représente d'une seule manière sous la 
forme a = + a’, où L}ER et a  E A’. Ceci étant, a = À — a’, 
de sorte qu’en particulier a € #’ si et seulement si a = — a, et 
a € R si et seulement si a = a. 

Par définition 


(2) zy+zy=2(x, y) 


quels que soient x, y de #. En particulier, si x, y € A4”, alors yx = 
= — xy si et seulement si x | y. 

Il est aisé de voir que le doublage 4° d'une algèbre métrique 4 est 
lui aussi métrique. En effet, 


(a + be) (a = be) = (a + be) (a — be) = aa + bb 

quel que soit a+ beE4*. DO 

Sur 4° le produit scalaire est défini de toute évidence par la 
formule 

(a - be, u + ve) = (a, u) + (b, v), 

de sorte que la somme directe 4° = 4 ® 4 est somme directe 
d'espaces euclidiens. 

Toutes les algèbres 2. © — R°, H —= €C?, Hi, ... sont donc 
des algèbres métriques. 

Une algèbre #4 (mais à priori pas forcément métrique) de dimen- 


sion finie munie d’une structure d'espace euclidien est une algèbre 
normée si 


lab] — la| - |] 
quels que soient les éléments a, b € 4. Pour tout élément a 0 
d'une telle algèbre. les applications x —+ A et r — fl sont des 


isométries et, par suite (puisque .4 est de dimension finie), des bi- 
jections. Donc, les équations ax — b et xa — b admettent une 
solution unique pour tout élément db € #, autrement dit l'algèbre 
normée 4 est une algèbre à division. 

Les algèbres métriques R, © et sont des algèbres normées. 
Nous verrons ultérieurement que l'algèbre métrique H° est aussi 
normée. 

Le théorème de Hurwitz qui sera démontré au prochain semestre 
affirme que ces quatre algèbres sont les seules algèbres normées (de 
sorte que toute algèbre normée est nécessairement algèbre métrique). 
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Si un automorphisme ®: 4#—>.4# d'une algèbre métrique com- 
mute à la conjugaison (c'est-à-dire si Da = Da pour tout élément 
a E A), il est visiblement opérateur orthogonal. Réciproquement, 
si un automorphisme D: 4 — 4 d’une algebre métrique 4 est ortho- 
gonal, alors, puisque 1 = 1, il envoie dans lui-même le sous-espace 
& et, par suite, commute à la conjugaison. 

Cela étant, il est aisé de voir que si une algèbre 4 est normée, tout 
automorphisme D: 4—- 4 est un opérateur orthogonal. En effet, il 
suffit de montrer que (cf. II, 21, condition b) de la proposition 2) 
si [a| = 1, alors [Da] — 1. Mais si [Da| <<1, alors [Da*| — 
— [(Da)*] = |JDal—0 pour k— 0, c'est-à-dire que Da*—+0 
et, par suite, a*—+ 0. Donc, |al* — [a*|—- 0, ce qui est impossi- 
ble pour lal = 1. De façon analogue. si [Da] > 1, alors |al* — 
—+ oo pour k—+ co, ce qui est impossible aussi. Donc, [Da] = 1. O 


En principe, on fixera une base dans chacune des algèbres .4 
étudiées. On peut donc identifier le groupe des opérateurs orthogo- 
naux # —+ 4 au groupe O(n) des matrices orthogonales. Avec cette 
identification, le groupe Aut 4 des automorphismes de l'algèbre 
normée # est justiciable de l'inclusion 


AutÆ On), où n—=dim.#. 


Bien plus, puisque tout automorphisme ®: ,4—> 4 est défini 
de façon unique par l'application linéaire ®':.4"—.4#" qu'il induit 
(si a—=i+a,oùÀiER,et a E A’, alors Da = À + D'a’), on 
peut, en identifiant ® à D”, admettre que 


(3) Aut 4 cO(n—1). 


Ceci vaut, en particulier, pour # —= © lorsque r = 2. Donc, 
puisque O(1) = 7,, le groupe Aut € est le groupe du second ordre © + 
composé de l'automorphisme identique id et de la conjugaison com- 
plere a — a. 

Pour l’algèbre de Lie Der #4 — ((Aut +) des dérivations de 
l'algèbre .Z, il s'ensuit de l'inclusion (3) que 


(4) Der 4 € sa(n—1), 


où sa(n — 1) est l’algebre de Lie des matrices antisymétriques 
d'ordre nr — 1. Donc, en particulier, Der € = 0. 


On peut sans peine établir directement les égalités AutC = T2 
et Der C = 0. En effet, étant un opérateur linéaire sur R envoyant 1 
dans 1, tout automorphisme D: C — C est défini de façon unique par 
le nombre Di. Mais comme & — — 1, ce nombre doit vérifier l’éga- 
lité (Oi)* = — 1. Donc, Di = + i, ce qui nous donne l’opérateur 
identique et la conjugaison complexe. 
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De façon analogue, toute dérivation D : © —+ € est définie de 
façon unique par le nombre Di qui doit vérifier l'identité 


Di.i+ i.Di = D(#) = — Di =0 


qui n'est possible que pour Di = 0. 

Ces considérations élémentaires se généralisent de manière 
évidente au cas de toute algèbre doublée #*. Plus exactement, toute 
dérivation D de l'algèbre 4° définit à l’aide des formules 


Da = Da + Fa-e, De = x, + yoe 


deux opérateurs linéaires D,, F: 4— 4 et deux éléments z,, yo € 4, 
et de plus, puisque 


D(a - be) = Da + Db-e + b-De, 
c’est-à-dire que 
45)  D(a + be) = (D,a — Fb + bxs) + (Fa + Db + yobje, 


la dérivation D est définie de façon unique par les opérateurs D, 
et F et par les éléments z,, y,. Donc, pour décrire l'algèbre de Lie 
Der .4°, il suffit de décrire les quadruplets ( D,, F, x,, yo) pour 
lesquels la formule (5) définit la dérivation de l'algèbre £4?. (On 
pourrait donner une description analogue des automorphismes, mais 
les calculs seraient trop compliqués.) 

Pour déterminer les conditions que doivent remplir D,, F, zs, Yo 
pour que D € Der #°, il faut dans la relation 


(6) D(En) = DE-n + E-Dn, 


où E — a L beet n = x + ye sont des éléments quelconques de .#°, 
exprimer D à l’aide de la formule (5), effectuer tous les produits et 
identifier les coefficients en 1 et e. Par exemple, pour £ = a, n = zx, 
on obtient l'identité 


D{ax) + F (ax)e = (Doa-x + a-D,x) + (Fax + Fzrea)e, 
d'où il s'ensuit que D, est la dérivation de l'algèbre 4, et F vérifie 
l'identite 
(7) F(ax) = Fa-x + Fz-a. 

On obtient des identités analogues pour Ë = be, n = zx, pour E = a, 

— ye et pour ë = be, n = ye. En pratique, il est plus payant de 
trouver d’abord la solution générale de l’équation fonctionnelle (7) 
et ensuite de prendre en considération ces identités. Par ailleurs, il 


est utile de tenir compte dès le départ des relations z, + zo = 0 
Yo + Yo = 0, qui sont établies pour E = n = e et qui expriment 
que Zo- Yo € #'- 
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Supposons par exemple que «#4 — C, donc que #* = H. Comme 
Der C = 0, on a D, = 0. S'agissant de l'opérateur F, en utilisant 
le fait que € — À°, on peut pour le calculer appliquer le même 
procédé en introduisant les opérateurs linéaires P, Q: R—+ 2 défi- 
nis par la formuie 


Fz = Pr +Qz:i, xzEx. 
Pour a, xER, l'identité (7) entraîne 
P(ax) = Pa-xz + Pr-a et Q(ax) = Qa-xr + Qx-a, 


c’est-à-dire que P et Q sont des dérivations du corps R. Donc P — 
= Q = 0, c'est-à-dire que Fzx — 0 pour x € R. Par conséquent, 
F(z + yi) = F(yi) = Fi-y, c'est-à-dire que 


Fa = z9Ima, où 2, = Fi. 


Par une vérification immédiate on s'assure que la relation (7) est 
satisfaite pour tout z,. Ceci prouve que toute dérivation D: F—H 
doit être de la forme (cf. formule (5)) 


(8) D(a + bj) = (— 29 Im b + bzxo) + (20 Im a + yob) j, 


OÙ Zos Yor Zo E C- Ceci étant, les paramètres x, et y, doivent appar- 
tenir à C’, c'est-à-dire être de la forme zx, = ias, Yo = ibo, Où &o, 
bb ER. En portant (8) dans la formule générale (6), on constate 
aussitôt que l'application D: H—+ 4 définie par (8) est une dériva- 
tion de l’algèbre H si et seulement si Re z, = — a,, c'est-à-dire si 
Z0 = — do + ip, où Co ER. Ceci prouve que foute dérivation 
D : H— H de l'algèbre H est définie par la formule 


(9) Da + bj) = i(a, Re b — c, Im b) + 
+ [—(a, Im a + b, Im b) + i(b, Reb + c,Ima)]l)j, 
OÙ &os Vo; Co Sont des réels arbitraires. 


L'application (9) envoie H” dans H” et dans une base i, j, k de F” 
est définie par la matrice 


0 «a —o 
— do 0 — 3 ° 
Co (0 


Donc, Der H © 5a(3) conformément à la formule générale (4). 
Bien plus, on voit maintenant que 


Der H — 8a (3). 
De cette égalité il résulte que le groupe Aut H est confondu soit 


avec le groupe SO(3), soit avec le groupe O(3) (puisque Aut H & 
€ O(3) en vertu de la formule générale (3)). Mais comme l’appli- 
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cation définie par la matrice —E n'est visiblement pas un automor- 
phisme, il vient 


(10) Aut H — S0(3). 


On remarque, en particulier, que, contrairement au groupe Aut ‘, 
le groupe Aut M est connexe. 

D'autre part, en comparant l'égalité (10) avec la proposition #4 
de la leçon précédente, on trouve immédiatement que tout automor- 
phisme H — K est un automorphisme intérieur de la forme n — Enë”!, 


où E ES". 


Remarque 1. En fait on peut prouver l'égalité (10) sans calcul 
en utilisant la proposition 4 de la leçon précédente. En effet, cette 
proposition dit que le groupe des automorphismes interieurs n—> 
—+ En, E € S. de l'algèbre H est confondu avec le groupe SO(3). 
Donc, Aut H = SO (3). D'autre part nous venons tout juste d’éta- 
blir que l'égalité Aut H — O(3) est impossible. Donc Aut Fi — 
= SO (3). Nous avons produit une démonstration directe, car elle 
nous servira de modèle pour le cas plus compliqué de l’algèbre H°. 


L'algèbre H? est appelée algèbre des octaves (ou algèbre des nom- 
bres de Cayley) et ses éléments, octaves (ou nombres de Cayley). En 
l'honneur de Cayley, on la désigne par a bien que ce fut Graves. 
et non Cayley qui la découvrit le premier. 

Par définition, chaque octave est de la forme E = a + be, où 
a et b sont des quaternions. Les octaves se multiplient à l’aide des 
formules (1). Une base de l'algèbre Ca est composée de 1 et des 
7 éléments 


(11) i, j, k, e, f —=ie, g—=je, hkh= ke, 
dont le carré est égal à —1 et le produit deux à deux est représenté 
schématiquement sur la figure suivante: 


f - h 
J 
Le produit de deux éléments quelconques de (11) est égal, au signe 
près, au troisième élément de la même droite (ou du cercle), le signe 
dépendant de l'orientation de cette droite. Par exemple, eh = k et, 


fi =—hk 
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Comme déjà signalé, l'algèbre ‘©a n'est pas associative. Mais 
elle est alternative, c'est-à-dire que pour deux éléments quelconques ë, 
n on a les identités 


(En)n = E(nn), E(En) = (Eëin. 
En effet, soient £ = a + be, n = u + ve. Alors 
En — (au — vb) + (bu + va)e, 
Œn)n= [(au —vb) u —v (bu + va)]+ 
+ [(bu + va) u + v(au — vb}]e, 
nn = (u?— vv) + (vu + vu)e, 


E (nn) = [a (u? — uv) — (vu + vu) b] + [b (u? —vv) + (vü + vu) a] e; 


<omme les nombres uv = wv et u + u sont réels, donc commutent 
à tout quaternion, il vient 


a (u? — vv) — (vu + vu) b = au? — avv — (u Lu) vb = 
— au? — voa — vb (u+ u) — 


= (au — vb) u — v (bu + va) 
et 


b(u?— vu) + (vu + vu) a = bu?— buv+v(u--u) a=— 
— bu? — vvb + va (u+u) = 


= (bu - va) u + v (au — vb). 
Donc, (En)n = ë(nn). 
L'égalité E(En) = (EE)ni s'établit de façon analogue. 


D'après la théorie générale, la conjugaison sur Ca est définie 
par la formule 


a + be = a — be. 


Cette opération laisse invariant l'élément 1 et change le signe de 
chaque élément (11), de sorte que les éléments (11) forment une 
base du sous-espace Ca’. 

E. Artin a montré que deux éléments quelconques d'une algèbre 
alternative engendrent une sous-algèbre associative. Donc, le même 
raisonnement appliqué aux quaternions montre que l'algèbre des 
octaves Ca est normée. Mais la démonstration du théorème d’Artin 
est assez laborieuse, nous la sauterons faute de temps. Nous prou- 
verons donc par des calculs directs que Ca est normée. 
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Soient E — a + be et n = u + ve deux octaves. Il nous faut 
montrer que [En] = {ë|- |n|. D'après ce qui précède 


[Enf?= jeu —vb|? + |bu + val? = 


=(au — vb) (u a —bv) + (bu + va) (ub + av) 
et 


[E[21n[? = (aa + bb) (uu + uv). 


En posant donc v = À + v’, où À E ñet v’E Ca” (donc D = — v'}, 
on trouve que 


[Enl2— [EE Inlé = à (aub + bu à — bua — aub) + 
LL (aub + bu a) v’ —v'(au b + bu a) =0, 


car aub + bu a est réel, donc commute au quaternion v’. [J 

De là il résulte, en particulier, que l'algèbre Ca est munie d'une 
division. Du reste, comme dans le cas des quaternions, on vérifie 
immédiatement (à l’aide de la propriété d'alternativité) que les 
équations Ex = n et zë = n sont satisfaites (pour È 0) respecti- 


vement par les octaves x — E-ln et x = nË-!, où E-! — EF O 


Remarque 2. L'itération du doublage fait apparaître les alge- 
bres métriques Ca, (Ca*)}?, ..., etc. Mais ces algèbres présentent 
un intérêt minime dans la mesure où elles ne sont ni normées (d'après 
le théorème de Hurwitz) ni alternatives (d'après le théorème généra- 
lisé de Frobenius, toute algèbre alternative de dimension finie sur 
le corps ? est isomorphe à une algèbre 2, ©, %# ou Ca; cf. par 
exemple [11]). Bien plus, ces algèbres ne sont même pas des algèbres 
à division, car on démontre (le premier à le faire a été F. Adams) par 
de puissantes méthodes de topologie algébrique qu'une algèbre 
à division sur le corps =? ne peut être que de dimension 1, 2,4et 8 
(de plus parmi les algèbres de dimension 4 et 8, il existe des algèbres 
à division autres que les algèbres H et Ca. 


Pour des raisons dans le détail desquelles nous n’entrerons pas, le 
groupe des automorphismes Aut ©a de l'algèbre £a est désigné par 
G:, est son algèbre de Lie Der Ca, par g:. L'algèbre Ca étant 
normée et dim Ca = 8, on a, en vertu de (3), 


G, € 0 (7) 
et, par suite, 
g œ 8a (7), 


où 3a(7) est l’algèbre de Lie des matrices antisymétriques d'ordre 7. 
Mais contrairement au cas précédent, l’algèbre g, n’est pas confon- 


17—016:2 
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due avec l'algèbre 8a(7), de sorte que maintenant nous avons affaire 
a une nouvelle algèbre de Lie (et à un nouveau groupe de Lie) que 
nous n'avons jamais rencontrée précédemment. Nous prouverons cette 
non-coïncidence en montrant par le calcul que dim g. — 14, alors 
que dim aa(7) = 21. 

Le calcul de l'algèbre 9, s'effectue par un procédé déjà connu. 
Toute dérivation D € g, est définie par la formule (5), où désormais 
zZo et y, Sont des quaternions, D, une dérivation de l'algèbre YH, 
et F un opérateur linéaire H —- H vérifiant d'identité (7). En po- 
sant Fr — Pr + Qzx-j, où maintenant x E £ et P, Q sont des opéra- 
teurs linéaires C — €, on obtient pour P et Q les équations 


P(zy) = Pz-y + Py-x,  Q(xy) = Qx-y + Qu-x, 
dont la solution générale est de la forme 
Pz = a)Imzx, Qr=b,lmz, 


OÙ dos bo EC. Donc, en posant Fj = 2, + wj, où x,, w, E C, on 
trouve que la solution générale de l'équation fonctionnelle (5) sur K 
est de la forme 
(12) FE = (as Im z + bo Imfy + z0y) + 
+ (bolmz—almy+wuy)j, E = x + yj, 

OÙ dy; Op Zos Wo EC. Un calcul automatique, quoique harassant, 
montre maintenant que l'application D: Ca — Ca définie par la 
formule (5), où D, est une dérivation de l’algèbre H, F l’applica- 
tion (12), x, et y, des quaternions de H”, est une dérivation de l’algè- 
bre Ca, c'est-à-dire appartient à g., si et seulement si x, = 
= — iRe a, — (2 + iRe b,) j. 

Nous avons ainsi prouvé le lemme suivant: 

Lemme 1. Toute dérivation D de l'algèbre des octaves Ca est défi- 
nie par: 

a) une dérivation quelconque D, de l'algèbre des quaternions H; 

b) un quaternion y, vérifiant la relation y, = — y; 

c) quatre nombres complexes as, bo, Zos Wo- 

Cette dérivation agit d’après la formule 


D(E + ne) = (DE — En + n20) + (FE + Don + yon)e, 
où Fest une application H — H définie par la formule (12), et To = 
= —iRea —(4 +iReb,)j. D 


La dérivation D, est définie par une matrice antisymétrique du 
troisième ordre, et, par suite, dépend de trois paramètres réels, le 
quaternion y,, de trois aussi, et le quadruplet, a, b, x,, yo, de huit. 
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Donc, la dérivation D est définie par la donnée de 14 (=3 + 3 +8) 
paramètres réels indépendants. Donc, dim g, = 14. 

La matrice associée à la dérivation D dans la base (11) peut être 
représentée £<ous la forme conventionnelle mais suggestive suivante: 


î j k e f g 


Où Co = bo + Zoë, do = 40 + Woi, et y, désigne un opérateur (de H’ 
dans H) de multiplication par y,. (Cet opérateur est défini par la 
matrice 


— bd, —b; —b, 

O0 —b  b 

bs O0 —, |” 
—b D O0 


où bi + b,j + b.k = y,.) De là il s'ensuit que parmi les matrices 
antisymétriques (a;;) d'ordre 7 les matrices de g, sont caractérisées 
par les sept conditions suivantes: 
Age + ds + Ge = 0, 
dis + Gex + rs = 0, an À des + 7 = 0, 
(13) Gye + Ass + Gr = 0, As + G2e + 75 = 0, 
Gr + Ge + ass = 0, Ge + Age + Au = 0. 


Si ae = bo = 0 et 


(0) 0 0 
D 0 o) 
0 —p 0 
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c'est-à-dire si Di = 0, alors la dérivation D enverra dans lui-même 
le sous-espace Ÿ° de l’algèbre Ca orthogonal aux éléments 1 et à. 
Ce sous-espace est muni de la multiplication par à qui en fait un 
espace vectoriel sur © admettant la base j, e, g. Un calcul immédiat 
montre que dans cette base la dérivation D est définie par la matrice 
complexe 


Vo Vo  (p—b)i 


OÙ Vo —= D: + bsi, et p et b, sont des nombres réels. Comme ceci est 
exactement la forme des matrices antihermitiennes du troisième ordre 
de trace nulle, on obtient que les dérivations D: Ca — Ca telles que 
Di = 0 forment une sous-algèbre de l'algèbre de Lie g:, isomorphe à 
l'algèbre de Lie 3u(3). 


‘Un procédé standard de description des algèbres de dimension 
finie consiste à donner leurs constantes de structure dans une certaine 
base, c’est-à-dire les coefficients des développements suivant une 
base des produits deux à deux des éléments de cette base. Donc, si 
Er + - €h St une base de .£, ses constantes de structure ch: sont 


définies par la formule 


e:€] — ChEk d, Ï k — 4, e © e7 !’ve 


Le nombre total de ces constantes est n°. 

Appliquée à l'alzèbre de Lie g., cette méthode implique le 
choix de 2744 (—14*) nombres, ce qui en pratique est irréel. La 
situation n’est pas améliorée par la prise en considération de l’an- 
tisymétrie des constantes par rapport à à et j, puisqu'il reste encore 


1279 (—91-14 — HU, 14) constantes. Mais, on peut escompter que 


si la base est convenablement choisie, on pourra mettre en évidence 
des lois les décrivant de manière satisfaisante. Il s'avère que cela 
est possible et la situation est simplifiée à à l'extrême par la com- 
plexification ( de l’algèbre de Lie g,, c'est-à-dire pour l'algèbre de Lie 


g© = ge © © sur le corps ©, composée des matrices complexes 


d'ordre 7 vérifiant les conditions (13). Comme le passage inverse 
de g£ à gA est aisé à réaliser, ceci nous fournit les constantes de 
structure de l'algèbre de Lie g. 

Considérons la base canonique de l'algèbre de Lie 8a(7), com- 
posée des matrices 


—E 
Eu, = Eu Ji 
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où i,j —1,..., 7 et i<<j. Des conditions (13) il s'ensuit aussi- 
tôt que les matrices 


Po = Es, 21 + Ete,y 
Pi = Eu, 33 + Ets,7y 
P;, = Efe,13 + Erin 
Ps = Eu, + Er, 21 
PL, =E 5,11 + Ets, 
Py = En, + Es,5y 
Pe = Efe,13 + Eu, sy 


Qo = Ets, 53 + Ete, 7); 
Qi = Eten] + Ets 1 
Q2 = Ete, 53 + Ets.sy 
Q3 = Ets,e] + Er, 27 
Q4 = Erç2,6] + Ets.7h 
Qs = Er, + Ets,sp 
Qs = Ets,23 + Er.) 


appartiennent toutes à l'algèbre de Lie g,. Ces matrices étant visi- 
blement linéairement indépendantes, elles forment une base (sur R) 
de l’algèbre de Lie g.. 

Appesantissons-nous sur les combinaisons linéaires 


14) H = aP4 + LQo = Ets, + bEtu:s + cErr, 6 
des matrices P, et @,, où a + b + c = 0. On remarquera que [H,, 


H,] = 0 pour tous éléments H,, H, de la forme (14). 
Un calcul immédiat sur les matrices nous montre que 


[4, P,] = aP, + cQ., [Æ, Q,] = (c — b) Q:, 
(A, P;)] = —aP, — cQ,, [H, Q.1 = (b — c) Qi, 
[H, P,] = bP, + cQ,, [H, Q3l = (c — a) Q,, 
[H, P,] = —bP; — cQ:, [H, Q.Jl = (a —c)Q:, 
LH, P;] = cPe + aQs; [H, Q:l = (a — b) Qe, 
LH, Pl = —cP, — aQ,, [H, Ql = (b— a) Q:, 
d’où il résulte aussitôt que les éléments 
Us: — (2P: — Q2) + i (2P: — Q:); 
Uze = (2P, — Qi) + i (2Ps — Qs), Vir = QE iQs, 
Us = (2Pe — Qc) Æ i (2Ps — Qs): Vis = OQs + iQs, 
qui forment la base de l’algèbre complexifiée 9€ satisfont les rela- 
tions 
(A, U.1] —= +iaU,:, 


Vas — Q@: = ms iQ, 


[H, Vail — Hi (c — b) Vi, 
(15) (A, U 2] — HibU 1, [Æ, V2] — +i (c — a) Vo, 
(A, U,3] — HiU.s, [AÆ, V3] = +i (a — b) Vs. 


Pour écrire ces relations sous une forme plus compendieuse, il 
vaut la peine d'introduire l’espace réel ÿ* à deux dimensions dual 
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de l’espace b des éléments (14). Soient e,, e; la base de b° adjointe 
d’une base P,, Q, de b. Alors, pour tout élément (14) de 6, on aura 
les formules 


(16) e (1) = a, e,(A) = b, e(H) = c, 


OÙ €3 = —(e; + e2). 

Il est commode (mais pas obligatoire) d'admettre que l'espace 
b° est muni d’une structure euclidienne et est rapporté à un système 
de coordonnées rectangulaires dans lequel les composantes des vec- 


teurs e, et e, sont respectivement (rÈ ’ }e L(— re, v2 =). Alors 
les vecteurs +e,, +e., He, et les vecteurs +f,, + {.. +f, où 
fi = er —es fe = es —e;, fs: = —e: 


seront les rayons vecteurs des sommets d’un dodécagone étoilé ré- 
gulier. L'ensemble de ces douze vecteurs du plan sera appelé configu- 
ration G:. 


A tout vecteur & € G. associons maintenant un élément X,, de 

l'algèbre de Lie g£ en posant 
U:, si a=—+e,, 

Var si a=—+fs. 
En vertu des relations (16), les formules (15) peuvent alors être rezrou- 
pées en une seule : 
(17) [A, XQ] = ia(H) X,. 

Les éléments X,, &« € G:, forment avec tout couple H,, H, d'élé- 
ments : linéairement indépendants de bÿ une base de g®. Comme par 


construction X, = X_«, les éléments H,, H, et Xe + À 
(Xe — X_0) formeront une base de g.. Etant donné que les 


Xe = 
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constantes de structure de la dernière base s'expriment de manière 
évidente en fonction de celles de la base H,, H,, X,, il nous suffit 
de trouver simplement ces dernières. Les crochets [H,, X.] et [H;, 
X,] se calculant directement avec la formule (17) et le crochet 
{H,. H,] étant nul, tout se ramène donc au calcul des crochets [X,, 
X 5] pour tous les couples (œ, B) non ordonnés des vecteurs de la con- 
figuration G. (ces couples sont au nombre de 66). 

Il est aisé de voir que tout vecteur & € ÿ* se représente d'une 
seule façon par & = ae, + be, + ces, où a + b + c = 0, et de plus 
l'isomorphisme ÿ* Æ b induit par la structure euclidienne dont 
nous avons muni f* envoie ce vecteur précisément dans l'élément 
(14) de l'espace ÿ. Nous pouvons donc désigner aussi l'élément (14) 


par &. On désignera par A, le produit de & par cr L'expression 
de A, est 


& |* 


2 
H,= a Hbc (aErs, 23+ bEt, s3+ cErs, 63), 


puisque, ce qui est immédiat, | & | = a° + b° + c*. 
Proposition 1. Pour tous vecteurs &«, € G., on a 
(18) [Xe X_ol = io, 
(19) [Xe Xl = 0 pour P #—a et a + BP G:2, 
(20) [Xo, Xl = Na.sÂa+s pour à + 6 EG: (donc BP  —a). 
Ici N,.8 sont des entiers dont les modules satisfont la relation 
(21) INasl=p+t1, 
où p est le plus grand des nombres entiers tels que le vecteur f — ja appar- 
tienne à la configuration G, pour tout j = 0,1, ..., p. [ 


Cette proposition sera prouvée dans le prochain semestre à l’aide 
d’une théorie générale. Tout ce que nous pouvons proposer au lecteur, 
c'est de vérifier ceci méthodiquement par des calculs dans les 66 cas. 


Remarque 3. Ces calculs nous donneront évidemment des coeffi- 
cients V,.8 signés (en tout 30 couples (æ, B) pour lesquels Nas Æ 
0). On pourrait certes énoncer une règle pour déterminer ces si- 
gnes, mais, primo, elle est assez compliquée, et, secundo, elle n'est 
pas intrinsèque. C'est que les relations (17), (18) et l'égalité X, = 
— X_, caractérisent les éléments À, au signe près. En ce sens les 
éléments +X, sont définis intrinsèquement et sans ambiguïté dans 
l'algèbre ©. Le choix des signes dont dépendent les signes des coef- 
ficients V,.8 ne peut être décrit par aucun procédé intrinsèque. 

Compte tenu de cette remarque on peut dire que la proposition 1 
définit complètement les constantes de structure de l’ algèbre de Lie 
g© (donc, de l’algèbre de Lie g.). 
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Les algèbres peuvent être définies aussi par leurs générateurs et 
par des relations. 


Proposition 2. L'algebre de Lie 9€ peut être donnée par quatre gé- 
nérateurs X;,, ŸY,, X:, YA, satisfaisant les quinze relations suivantes 
(EX, V3}, (Xe, Yi] = 0, 

[X,, Y.] = 0, [X2, Y.l = 0, 
[EX,, Y,l, Xi] — 2X, = 0, [X,, Y,}, X2] + X, = 0, 
[CXe, Yel, Xl + 3X, = 0, (IX, Y,), X,] — 2X, = 0, 
22) IX, Yi YI+2Y, =0, IX, YA, Yl—Y.=0, 
[LX2, Yael, Y,] — 38Y, = 0, [IX2, Yel, Yel + 2Y3 = 0, 

[X, [X,, X.]] = 0, [Y,, [Y,, Yi] = 0, 
[Xe [Xe (X2 (Xe, XI = 0, 
[Yes [Yo (Yo (Ye, VAN] = 0. 


À la démonstration formelle de la proposition 2 nous préférons 
une discussion détaillée des relations (22). 

En convenant que H, — —i[X,, Y,], H, — —i[X,, Y.]l et en 
introduisant les nombres 


Nu = lee = 2, Me = —1À, Nu = —3, 
on peut mettre les relations (22) sous la forme plus concise suivante 
[4,, H4l = 0, 
[Xps Yal=0 pour p #q, 
[4,, Xl = inpaX a lHps Y'al = ne a) a 


(ad X,) "Pa x, = 0, (ad Y,) "7717, = 0. 


C'est sous cette forme que nous les utiliserons. 

Il est aisé de voir que les relations (23) sont satisfaites dans l’al- 
gèbre g € pour ” = À, Yi= ZX ,, Xe = Xe, Yo: = X _. (et 
H, = # _r, Ha = H.). En effet, la première relation est vérifiée, 
car, comme déjà signalé, le crochet de Lie est nul pour tous éléments 
de b. La deuxième relation résulte de la formule (19), puisque f, — 
— €: = ee: — 2e É G, et e: — 1 = 2e; —e;4 G: Les troisième 
et quatrième relations sont des cas particuliers de la formule (17), 
puisque 


(23) 


2 pour a=f— f,, e,, 
_ 26 2 (&, B) _ _ _ 
a (Hs)= (0, TBE ) — BTE -| — 3 pour a=f,, B—=e., 


— 1 pour a=e,, f=f; 
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(on se sert ici de l'identification b — b*), quant aux deux derniè- 
res, elles découlent des formules (19) et (20) de la proposition 1, car 
A + Ce — ea € G;, mais f: + ex É G;, 

(24) + fi =e:E€Gx etes = — EG, 
ea —e = — 3€ G:, mais €o — fs 6 Ga. O0 
Si l'on introduit maintenant une algèbre de Lie { libre de géné- 

rateurs X,, X:, Ÿ,, Ye et son homomorphisme œ dans l'algèbre g®, 
défini par les formules 

PA 1) = À y PÜX2) = À... 

P(Y1) — Xp, p(Y 2) — À. 
alors l'assertion prouvée exprime que l’homomorphisme q annule les 
premiers membres de toutes les relations (22), et, donc, induit un 
homomorphisme q: 1 g© dans l’algèbre de Lie 9€ de l'algèbre quo- 
tient { de l’algèbre de Lie 1 par l'idéal engendré par ces premiers. 
membres. La proposition 2 revient maintenant à affirmer que l’ho- 


momorphisme q est un isomorphisme. C'est sous cette forme que nous- 
la prouverons. 
Pour ne pas introduire de notations supplémentaires, on désignera 


les éléments de l'algèbre 1 par les mêmes symboles que les éléments. 
correspondants de l'algèbre 1. Le symbole X = Y désignera la 


proportionnalité des éléments X et Y de 1. 
Dans l'algèbre { considérons les éléments 

H, = [X,, Y,Ï, H, — [Xe, Yl, 

X;;, X3, X 3 — [X2, Xl, X, — [X:, X 3}, 
(25) Xs — [X>, X,]), Xe — [X,, X ai, 

y, Y, Y3 — [Y>, Y}, A — [Y>, Ya}, 

ÿYs —= [Y, Y,l, Ÿs — [Y,, Yal. 
I1 s'avère que pour tous éléments U, V de la liste (25), l'élément [U, VI 
est soit nul, soit proportionnel à un élément de cette liste. En effet, par 
hypothèse [A,, H,] — 0, [H;, X,] of X;, [H,;, X] ef X 2. il — 4, 2. 
Or si [4, U] = U et [H, V] = V, alors en vertu de l'identité de- 
Jacobi 


(4, [U, VI] = (A, U], V] + IU, (A, V] = IU, VI. 
Donc, par une récurrence évidente, on obtient: 
LH, Xd = XQ 
pour tout g. On établit de façon analogue que 
ps Yo = Yo 
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D'autre part, par hypothèse [X,, X.] = X, et [X,, X.l = [X,, 
[X,, X,1] — 0. Donc, [X;, X,] — [EX,, Xl, X;] + [X3, [X;, X;l] —= . 
= 0, [X,, XJJ = [X:, X] = —X, et [X,, Xl — 0. Comme [X,, 
A — H,, [X,, Y]l — 0, alors [X:, Y à] — [[X,, Yl, Yl + [Y, 
{X,, Yi] = —[X,, Y.l, Y,l = [H,, Y.l æ Y,, et, par suite, [X,;, 
YJ = —[U[X,, Y3l, Ye] = 0, [X,, Yl = 0, [X,, Y4l = [X,, Y3l, 
YJ = [2 Y,] = Y.. Les autres crochets se calculent de la même 
manière. [] 


De la proposition prouvée il résulte que l’enveloppe linéaire des 
éléments (25), est une sous-algèbre de l’algèbre de Lie 1 et, par suite — 
puisqu'elle contient les générateurs X,, X, et Y,, Y , — est confondue 
avec cette algèbre. Ceci prouve, en particulier, que dim (1 < 14. 

Nous pouvons maintenant prouver sans peine la proposition 2. 

Démonstration de la proposition 2. Des ré- 
sultats établis ci-dessus (cf., en particulier, les formules (24)), il 
S'ensuit aussitôt que l’homomorphisme @ envoie les éléments (25) 
dans des éléments proportionnels respectivement aux éléments 

H,,, H.., 
(26) X fs Xe, Xe, Xe, X _f, X fr 
X ps Xe Xe Xe Xp Xp, 


(s'agissant des éléments X, et Y’s, ceci résulte de l'égalité es — e, = 
— f.). Les éléments (26) formant une base de l'algèbre g£, l’homo- 
morphisme Pe est un épimorphisme et, par suite, un isomorphisme, 
puisque dim { & 14 = dim gC. O 


Nous avons ainsi étudié l'algèbre de Lie g,. pratiquement sous 
tous les points de vue possibles. 
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Identités dans l’algèbre des octaves [a.— Sous-algèbres de 
l'algèbre des octaves Ca.— Groupe de Lie G:. — Principe de 
trialité pour le groupe Spin(8).— Analogue du principe de 
trialité pour le groupe Spin(9).— Algèbre d'Albert Al.— Plan 
projectif des octaves. 


Maintenant qu’on a étudié l'algèbre de Lie g., on peut se tourner 
vers le groupe de Lie G, — Aut Ca correspondant. Les résultats de la 
Jeçon précédente sont valables au revêtement près pour la structure 
algébrique de la composante de l'unité du groupe G,. Le problème 
majeur qui reste à élucider est de savoir si le groupe G, est connexe, 
æet s’il l'est, de déterminer son groupe fondamental. 

Ceci implique une étude plus poussée de la structure algébrique 
de l'algèbre Ca. 


Soit {4 une algèbre alternative. En remplaçant b par x + y dans 
la loi alternative (ab)b — a(bb), en chassant les parenthèses et en 
réduisant les termes semblables, on obtient l'identité 


ax-y + ay°xr = a-xy + a-yx 


(pour alléger les formules on écrit des points à la place des parenthè- 
ses). Ce procédé de déduction d’une identité à partir d'une autre 
s'appelle polarisation (ou linéarisation). 

De façon analogue, en polarisant la deuxième loi alternative 
(ba) = (bb)a, on obtient — après avoir remplacé b par x + y et 
désigné x, y, a respectivement par a, x, y — l'identité 


AT-y + Xa-y = QG-Iy + T-ay. 


La première identité exprime que l'expression (ax)y — a(xy) (appe- 
Jée associateur des éléments a, x, y) est antisymétrique en zx et y, et 
la deuxième, qu’elle est antisymétrique en a et x. Mais alors cette 
æexpression est antisymétrique en a et y, ce qui nous donne la troi- 
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sième loi alternative 
aT-y + Yx-a = a-xy + yexa, 


qui pour y = a devient (ax)a = a(xa) (cette identité s'appelle aussi 
identité d'’élasticité). 

Si à l'instar de l'algèbre Ca, l'algèbre est de plus métrique, 
alors pour tous éléments a € 4 etb=A+b,où ER et b” L 1, 
on aura l'égalité (ab) (À + b") = a-b(À + b'), c'est-à-dire l'égalité 
ab-b” — a-bb’. Donc, ab-À — ab-b° = a-bÀ — a-bb', c'est-à-dire 
que ab-b = a-bb = a(b, b). La polarisation de cette identité nous 
donne l'identité 


(1) az.y + ay.x = 2 (x, ya, 


qui est une généralisation de l'identité (2) de la leçon précédente 
(pour a = 1). 

Supposons maintenant que l'algèbre .4 est normée, c’est-à-dire 
qu'y est satisfaite l'identité (ab, ab) = (a, a) (b, b). En polarisant 
cette identité d'abord sur b = x + y et ensuite sur a = u + v, on 
obtient l'identité 


(2) (uz, vy) + (uz, uy) = 2 (u, v) (x, y), 


pour tous éléments u, v, x, y de # (et, par suite, de Ca). 

Intéressons-nous tout particulièrement au sous-ensemble de l’es- 
pace vectoriel Ca’, composé des éléments E tels que | £ | = 1. Ce 
sous-ensemble est une sphère à 6 dimensions que nous désignerons 
par 496. 

Il est immédiat de voir que £ € S$6 si et seulement si E* — 1. En 
effet, si E E Ca”, alors £ = — EË, et, par suite, E? = — | E |*. Donc 
si | E | = 1, alors E? = —1. Réciproquement, si E? = —1, alors 
lE|—= 1, et, par suite, EE — 1, c'est-à-dire que E(—E) = —1 — 
= EE. Par conséquent, E — —E, c'est-à-dire que £ € Ca’, et comme 
JE] = 1, alors EESS 0 


Par linéarité il s'ensuit de là que £ € Ca” si et seulement si E — 


=—|#û6ñ. 


Soit maintenant é£ une sous-algèbre unitaire (donc fermée pour 
la conjugaison) de l’algèbre Ca, distincte de Ca, et soit & une octave 
de S$ orthogonale à <£. Pour tout élément b € G£, l'octave bÜ est 
alors orthogonale à la sous-algèbre G#. En effet, en posant dans (2} 

= 1Â1,v—=b,z—= Cet y = a, où a E GE, et en tenant compte du 
fait que (ab, &) = 0 (car ab E &) et (6, 1) = 0 (par hypothèse), on 
obtient aussitôt (b6, a) = 0 pour tout élémentat GG. OO 


En particulier,;bË 1 1 (puisque 1 € &Æ), de sorte que bb = —bt. 
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Par ailleurs, pour tous éléments a, b € 3€, on a les égalités 


@ a-bt = ba-t, at-b = ab-t, 
at-bt = —ba. 


En effet, en faisant x — &, y — b et en tenant compte du fait que 
& L b, donc que & _L b, on obtient l'égalité 


ateb + ab.t = 0, 


qui est équivalente à la deuxième identité (3). De façon analogue, 
en faisant a = 4,z = a, y = bt = —bt dans (1), on est conduit à 
l'égalité 
—abt + bbea = —2 (a, bt) = 0 
et, par suite, à l'égalité 
a-bt = btea, 


qui, d’après ce qui a été démontré, est équivalente à la première 
identité (3). Enfin pour bER, la troisième identité (3) devient 
aG-bt — —ba et, par suite, se ramène à la deuxième identité. Donc, 
il suffit de prouver cette identité pour b j_ 1 seulement. Mais, dans 
ce cas, en posant x = Cet y = bE = —b& dans (1), on obtient 


abebC + (a-bE)C = —2 (6, bla = 0, 


puisque pour u = 14, vu = b, z = y = Ü il s'ensuit de (2) que 
(6, bE) = (1, b) (6, &) = 0. Donc en vertu des identités déjà éta- 
blies, ab-bt ——(ba)tt =ba=—ba D 

Il est aisé de voir maintenant que l'algèbre 5£ est associative. En 
effet, si a, b, c E €, alors en remplaçant a, x, y respectivement par 
bt, c et a; dans (1), on obtient l'identité 


(bE-ch-ab + (bt-at)ce = 2 (C, at)-bt = 0, 


qui est équivalente, en vertu des identités (3), à la relation associa- 
tive (abc = a(bc). 0 


Nous pouvons maintenant entamer la démonstration du lemme 
fondamental des automorphismes de l'algèbre Ca. 

Un automorphisme arbitraire DO: Ca—> Ca transforme  jies 
éléments à, j et e en des éléments & = Où, n = Dj et & = De de S° 
tels que n est orthogonal à &, et & à E, n et En. Il s'avère que ces con- 
ditions sont non seulement nécessaires, mais aussi suffisantes pour 
l'existence de l’automorphisme ©: 


Lemme 1. Pour tous éléments &, n, & € SS tels que 
a) n soit orthogonal à E; 
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b) à soit orthogonal à £. n et En, 
il existe (visiblement un seul) automorphisme ® de l'algèbre Ca tel que 


E = Oi, n = D), & — De. 


Démonstration. Comme EE SSet n € S6, il vient E° — 


= —1{ et n° — —1 et puisque E L n, alors En — —n£. Donc, En = 
= nÈ = nË — —En et, par suite, En € S° (puisque [En | = EI X 
X [n|= 1). Donc, (En) — —4. Par ailleurs, en vertu de la loi al- 
ernalive on a E(En) = —net (En)n = — E; en posant u = v = E, 
z =nety = 1 dans (28), on trouve que (En, £) = (£, £) (n, 1) = 0, 
d'où il résulte que (En) — —E(En) = n. Comme, de façon analo- 


gue,. n(En) = £, on voit qu'en multipliant E et n dans n'importe 
quel ordre et autant de fois qu'on le veut, on n'obtiendra que les 
éléments +1. HE, -n et HEn. Ceci exprime que les éléments de la 
forme 

a+ bE+ con + dEn, a, b,c, dER, 


forment une sous-algèbre SZ de dimension 4 de l'algèbre Ca qui, 
d’après ce qui a été démontré plus haut, est une algèbre associative. 
Mais alors il est aisé de voir que les correspondances 1 -+ 1. i+ E, 
j—n, À — En définissent un isomorphisme de l'algèbre des quater- 
nions K sur l'algèbre #. 

Par ailleurs, l'élément &, orthogonal par hypothèse aux éléments 
1, E,net En, est orthogonal à l'algèbre £ tout entière. Il vérifie donc 
les identités (3). Mais, en comparant ces identités avec les formu- 
les (1) de la leçon 14, on constate aussitôt que l’isomorphisme H —+ 4 
se prolonge en un homomorphisme (par lequel e -- &) de l’algèbre 
Ca sur la sous-algèbre engendrée par la sous-algèbre K et l'élément 
&. Etant donné que tout homomorphisme non nul d’une algèbre uni- 
taire à division est nécessairement un monomorphisme (si l’image de 
E 0 est O0, quelle est celle de E-! ?) et que tout monomorphisme 
d'une algèbre de dimension finie dans elle-même est nécessairement 
un automorphisme (car un opérateur injectif linéaire agissant sur un 
espace de dimension finie est bijectif), nous avons bien construit un 
automorphisme ‘’a — Ca envoyant i, j, een E, n, à 

Ceci achève la démonstration du lemme 1. = 


Du lemme 1, il résulte, en particulier, que le groupe G, = Aut Ca 
opère transitivement sur la sphère S$6, c’est-à-dire que l'application 
G,; — S définie par la formule O ++ Où est surjective. Cela signifie 
que la sphère S% est difféomorphe à la variété quotient G./X du 
groupe G, par le sous-groupe X des automorphismes laissant inva- 
riant l'élément à: 

GlK & S. 

Pour tout automorphisme ® € X, l'élément n = Dj de S® est 

orthogonal à l'élément à et, par suite, appartient à une sphère S5 de 
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dimension 5 (l’équateur de la sphère S$ de pôle i). Ceci étant, en 
vertu du lemme 1, l’application D -— ®j du groupe X sur la sphère 
S8 est surjective. Donc, 

KIL = S5, 


où Z est un sous-groupe du groupe Æ, composé des automorphismes 
laissant invariant l'élément j. 

Mais pour les automorphismes O de Z, l'élément à = De de S$ 
est orthogonal aux éléments à, j, k, c’est-à-dire appartient à une 
sphère à trois dimensions S% € S$6. Ceci étant, en vertu du même 
lemme 1, l'application O + Deest un difféomorphisme du groupe L 
sur la sphère S*: 

L = S%. 


Dans le langage topologique, cela signifie que le groupe G, est. 
l’espace fibré de base S$ et de fibres difféomorphes au groupe X, 
groupe qui à son tour est l’espace fibré de base S5 et de fibres difféo- 
morphes à S® 


Proposition 1. Le groupe G, est connexe et simplement connexe. 
Tout groupe de Lie localement isomorphe au groupe G, est isomorphe à Ga. 


Démonstration. La première assertion résulte immédiate- 
ment des résultats tout juste acquis en vertu du lemme 2 de la le- 
con 1, du corollaire du lemme 1 de la leçon 9 et de la proposition 7 
de la leçon 12. La deuxième assertion signifie que le groupe G, n'ad- 
met pas de sous-groupes invariants discrets non triviaux. Comme 
(lemme 6 de la leçon 9) tous les sous-groupes invariants discrets d’un 
groupe de Lie connexe appartiennent à son centre, pour prouver cet- 
te assertion, il suffit de montrer que le centre du groupe G, est tri- 
vial, c'est-à-dire qu'un automorphisme D, de l'algèbre Ca commutant 
à tout automorphisme D de £a est nécessairement un automorphisme 
identique. Mais si l'automorphisme D, commute à l’automorphisme 
D,etsiDEX, c'est-à-dire que Di = i, alors D(O,i) — Di. Or, 
ainsi qu'il résulte directement du lemme 1, la dernière égalite est 
valable pour tous les éléments du groupe Æ si seulement bi = i. 
On démontre de façon analogue que D,j = j. Donc, D, = id. O 


Le groupe de Lie G, étant simplement connexe, sa structure algé- 
brique est entièrement définie par celle de l'algèbre de Lie g.. 


Remarque 1. Comme déjà signalé dans la leçon précédente, le 
sous-espace 7° de l'algèbre £a, orthogonal aux éléments 1 et à, est 
un espace vectoriel sur le corps € admettant la base j, e, g. Le pro- 
duit scalaire sur £a induit sur 7° un produit scalaire hermitien 
pour lequel la base j, e, g est orthonormée. Tout automorphisme ©: 
£a — Ca laissant à invariant, c’est-à-dire appartenant au sous- 
groupe X, définit un opérateur Ÿ° —+ Ÿ° linéaire sur €. Cet opéra- 
teur préserve le produit scalaire, c’est-à-dire est un opérateur uni- 
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taire. Comme son déterminant est de toute évidence égal à l’unité, 
le groupe X s’identifie à un sous-groupe du groupe SU(3). Ceci étant, 
du lemme 1 il résulte aussitôt que le groupe X est effectivement con- 
fondu avec le groupe SU(3). Donc, on peut considérer que SU(3) & 
< G,, et de plus G,/SU(3) = S%. 

L’algèbre de Lie f du groupe Æ est composée des dérivations D 
telles que Di = 0. Nous avons ainsi encore prouvé que ces dériva- 
tions forment une algèbre de Lie isomorphe à l’algèbre de Lie 23u(3). 


L'algèbre Ca peut être appliquée à l'étude du groupe SO(8), 
puisque tout élément du groupe SO(8) peut être traité comme un 
opérateur orthogonal Ca —+ Ca. Du reste, il est plus commode de 
passer ici du groupe SO(8) à son revêtement universel, le groupe 

pin(8). 

Les résultats ultérieurs relatifs aux groupes Spin(8) et Spin(9) 
sont dus à N. Jacobson. 

En ignorant la multiplication sur Ca, c'est-à-dire en traitant 
£a simplement comme un espace euclidien, on peut construire les 
algèbres de Clifford ©l4(Ca) et CIl(Ca’). Donc, les éléments 
i,j,k,e, f —= ie, g — je, h=ke seront maintenant les générateurs de 
l'algèbre [l(Ca’). Es qualités nous les désignerons, conformément 
à la leçon 13, pare,, ..., e;. Dans l'algèbre ©l,(Ca), il faut ajou- 
ter à ces générateurs l'unité de l'algèbre Ca. On se démarquera des 
notations adoptées dans la leçon 13 et l’on désignera ce générateur 
supplémentaire par es. 

En vertu de la remarque qui suit la proposition 8 de la leçon 13, 
l'algèbre Cl(Ca’) est isomorphe à l'algèbre ©l(Ca), de plus 
dans l’isomorphisme de cette remarque le rôle de l'élément e, in- 
combera dorénavant à l'élément e,.. Donc, cet isomorphisme sera 
défini par la formule 


er si |Z| est pair, 
O(er)=4 - _ 
ever Si | Z | est impair, 


où JZ est un sous-ensemble de l’ensemble {1, ..., 7}. 

L'espace vectoriel ©a est par définition injecté dans l'algèbre 
€Cl};(Ca). Nous admettrons qu'il est aussi injecté dans l’algèbre 
CI(Ca’), en identifiant son unité avec l'unité 1 de l’algèbre 
CI(Ca’). Il est aisé de voir qu'avec cette identification, pour tout 
élément de l'algèbre Cl°(Ca) de la forme e,u, où u E Ca, on aura 


oO l(eu) = u. 


En effet, siu = À, +u',où À ER, et u’ E Ca’, alors eu = À + 
+ eu” et, par suite, (eu) = À +ü =A+u = u (la conju- 
gaison ici est celle de €Cl,(Ca) et non celle de Ca, donc &’ = 
=u"). 0 
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L'algèbre Ca étant alternative; pour tous éléments zx € Ca et 
u E Ca”, on a l'égalité 


(zu) u = zu = — |u x 
(on rappelle que u? = — | u | si u € Ca’), qui exprime que pour 
l'opérateur linéaire R,: z—zu, uECa’,ona 
Ri = — lu /E. 


Donc, la correspondance u + R, se prolonge en un homomorphisme 
R : C1(Ca”) + End Ca, 


où End Ca est l'algèbre des opérateurs linéaires a — Ca. 

Etant donné que pour tout élément u = À + u’ € {a & €CI(Ca') 
on a R(—+—u)=RE +R, =R;,;,, l'homomorphisme R est 
le prolongement de la correspondance u —+ R, pour tout u € Ca. 

On démontre de façon analogue l'existence de l’homomorphisme 


L: CI(Ca’) + End Ca, 


Lu = L,: À — ux pour tout élément u € Ca., 

Etant donné que l’algèbre CI(Ca) s ‘identifie à l'algèbre C1,(8) 
et l’algebre End Ca, à l'algèbre R(8), on obtient les deux homo- 
morphismes composés 


RL 


(4)  Spin4(8) « CI‘(8) = CI°(Ca) # CI(Ca’) — End Ca = R(S). 


Comme w:'(eu) = u, à tout élément du groupe Spin(8) de la for- 
me eu, où u € STE Ca, est associé l'opérateur R,: Ca — Ca par 
l'un de ces homomorphismes, et l'opérateur L,: Ca — Ca, par 
l’autre. Ces opérateurs sont orthogonaux, puisque | u | = 1 et l’al- 
gèbre [a est normée. Les éléments eu, u € S°, engendrant le grou- 
pe Spin:(S), il s'ensuit que les homomorphismes (4) transforment 
le groupe Spin:(8) en le groupe SO(8) (ou, si l’on n'effectue pas la 
dernière identification, en le groupe Ort Ca des opérateurs ortho- 
gonaux Ca —> Ca). 

Les éléments du groupe SO(8) (ou Ort Ca) qui sont les images de 
a E Spin,(8) par les homomorphismes (4) seront désignés respecti- 
vement par aR et al. 

D'après les calculs effectués ci-dessus, si a = (e,u,) . .. (eou,), 
OÙ Uy, «+» Ur EST, alors 


aB— Ro ...° Ru, et at= Lys... Le, 
Remarque 2. De la théorie générale des représentations matri- 


cielles des groupes Spin(z), il s'ensuit immédiatement que les ho- 
momorphismes a -+ aR et a — al sont équivalents aux représenta- 
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tions semi-spinorielles du groupe Spin(8) = Spin:(8) (cf. formu- 
le (20), leçon 13 pour m = 1), représentations qui, notons-le, sont 
des revêtements (visiblement à deux feuillets), car elles ont un noyau 
discret. Du reste, on peut prouver directement cette équivalence (il 
faut simplement se rappeler qu’on obtiendrait exactement les re- 
présentations (20) de la leçon 13 si, en identifiant €1°(8) à {1{{Ca), on 
prend pour base de l’algèbre €a les éléments 1, e, h, g, i, f, —j, k, 
et, en identifiant End Ca à *(8). les éléments —1, i, —j, —k,e, 
f, g, h). Mais comme nous n'aurons pas besoin de cette équivalence, 
nous glisserons sur sa démonstration. 

Outre les homomorphismes a -+ a8 et a .— al, nous avons encore 
affaire à l’homomorphisme œæ,: Spin:(8) —— SO(8) de la proposi- 
tion 4 de la leçon 13 qui à tout élément a € Spin+(8) associe un opé- 
rateur orthogonal œ,(a): x .— arü de Ca dans Ca. Nous désignerons 
cet opérateur par aT. Comme Ker q@, = £{1, —1}, on a (—a)T = aT, 
et, en particulier, (e,u)T = (ue,)T. D'autre part, ainsi qu'on l’a 
montré dans la démonstration de la proposition 4 de la leçon 13, 
(ue,)T = u‘ei, où ut est la symétrie par rapport à l'hyperplan 
orthogonal au vecteur u. Mais, en vertu de la formule (2) de la leçon 
précédente, pour toutes octaves x, u € Ca on a uru = uru = 
— (2 (u, x) — x u)u (la conjugaison est celle de Ca). d'où il s'en- 
suit pour |u|— 1 que uxru — —u“‘(x), c'est-à-dire — puisque 
ex = —zx— que uxu = ule{(r). En considérant l'opérateur T,: 
z—uxu, c'est-à-dire l'opérateur 7, =R,0oL,=£L,;c°R,, on 
trouve donc que 7, = u'el et, par suite, 7, — (ue,)T — (eou)T. 
Par conséquent, si a = (e,u,) . . . (e,u,), alors 

al = Tue ...s Tu 


comme pour les opérateurs aA et af. 


Lemme 2 (Identité centrale de R. Moufang). Dans toute algèbre 
alternative on a l'identité 


(2) U-xzy-U = UI-yu. 
| D émonstration. Les identités alternatives et d'elasti- 
cité entraînent | 
ÿzey = (y-yz)y = y(yr-y) = y(y-xy) = Y°-xy 
et, par suite, puisque les associateurs sont antisymetriques, 


ge zyÿ°-y — x”, 
c'est-à-dire que 
Toy = (zy-y)y. 
En polarisant cette identité par rapport à y, c'est-à-dire en posant 
y = a + bet en réduisant les termes semblables, on obtient l'iden- 
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tité 
zx-ab + x-ba* + x-aba + x-bab + x-ab° + x-b°a — 

= xa°-b + xb-a* - (xa-b)a + (xb-a)b + xa-b° + rb°.a. 
Or les sommes des deux premiers termes de chaque membre sont 


égales à cause de l’antisymétrie des associateurs. /dem pour les som- 
mes des deux derniers termes. Donc, 


z-aba + x-bab = (xa-b)a — (xb-a)b. 
En remplaçant b par Àb, où À € R, en simplifiant par À et en faisant 
À = 0, on obtient l'identité 
x-aba = (xa-b)a, 
appelée identité droite de Moujang. 
En vertu de cette identité et de l’antisymétrie des associateurs 
ab-xa — a-bx-a = ab-xa — (ab-x)a + (ab-x — a-br)a = 
= (x-ab)a — x-aba + (xa-b — x-ab)a — 
= (xa-b)a — x-aba = 0, 
et l’on retrouve l'identité (5) aux notations près. [ 
Le lemme 2 exprime que 
T'u(zy) = Liz-R,y. 


De là, on déduit par une récurrence évidente, en se servant des for- 
mules établies pour af, al et aT, que 


aT(xy) = alz-alky 


pour toutes octaves x, y € Ca et tout élément a € Spin.(8). 

Nous pouvons maintenant passer du groupe Spin+(8) au groupe 
Spin(8) qui lui est isomorphe. En désignant par a+ l'élément du 
groupe Spin+(8) associé à l'élément a du groupe Spin(8) et en po- 
sant a* = aX, où À = T,L,R, on obtient la proposition suivante: 


Proposition 2. Pour tout élément a € Spin(8), on a l'identité 
aT(xy) = alz-alky, x, y € Ca. 
Cette proposition s'appelle principe de trialité pour le groupe 
Spin(8). 


Remarque 3. On sait que l'homomorphisme a -— aT est un re- 
vêtement, et en vertu de la remarque 1, qu'il en est de même des 
homomorphismes a + alLet a + a8. Donc, pour tout À = T.L,R, 
l'homomorphisme a -— aX induit un isomorphisme de l'algèbre de 
Lie 1((Spin (8)) sur l'algèbre de Lie 1(SO(8)) = 2a(8). Si on 


18* 
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identifie ces algèbres de Lie à l’aide du premier de ces isomorphismes, 
les deux autres se transforment en automorphismes de l'algèbre de 
Lie 3c(8). En désignant par A’ et A? les images d’une matrice 
quelconque À € 3c(8) par ces automorphismes, on aura de toute 
évidence l'identité 

(6) Atz-y + ze Afy = A(zxy), x, yE Ca, À E 3a(8). 


Cette identité s'appelle principe infinitésimal de trialité. Sa démons- 
tration est accessible dans l’article de Freudenthal [12]. 

La proposition suivante peut être regardée comme la réciproque 
du principe de trialité. 

Proposition 3. Si des opérateurs orthogonaux À, B, C: fa — Ca 
sont tels que 

A(zxy) = Bz-Cy 

pour toutes octaves x, y € Ca, alors ils sont nécessairement unimodulai- 


res (appartiennent au Croupe SO(8)) et dans le groupe Spin(8) il existe 
un élément a et un seul tel que 


(1) A=aT, B=al, C=ar. 


Démonstration. Si AE SO(S) (donc il existe un élément 
a E Spin(8) tel que À = aT), alors ry = B'x-C'y, où B° = (al) to 
o B et C’ — (ar) °C. Mais alors B'r = xb. où b — (C1) et 
C'y = cy. où c = (B’1)-! et, par suite, 

zy = xb-cy. 

En posant x — y — 1, on obtient que be — 1, et en remplaçant x 
par ze — xb !, que xc-y = x-cy. Mais il est immédiat de voir (en 
prenant pour zx et y tous les éléments de base de l’espace vectoriel 
Ca’) que pour x et y quelconques, cette égalité n’est possible que si 
cER, c'est-à-dire puisque C” est orthogonal, si ce = +1. Si c = 1, 
l'élément a vérifie les relations (7), si c — —1. il faut le remplacer 
par —a. L'unicité de cet élément est évidente (car si aT = bT, alors 
a = —+b et, par suite, al — +bL). 

À noter que les opérateurs B et C appartiennent au groupe SO(8). 
Donc, pour achever la démonstration il reste simplement à prouver 
que la relation d'appartenance À € O(S) XK SO(8) est impossible. 
Sans perdre en généralité, on peut de toute évidence admettre que 
A: rx, c'est-à-dire que Br-Cy = zy. Mais alors Br — zb, où 
b = (C1)-! et Cy = cy, où c — (B1)” 1, c'est-à-dire que xb-cy = zy 
et, par suite (on remplace x par x et y par y), 

zb-cy = yx. 


Pour x = y = 1, on en déduit que bc = 1 et, par suite, que x-cy — 
— y-xc. En particulier, cy = yc pour tous les y € Ca, ce qui n’est 
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possible que pour c ER. Donc, zy = yx, ce qui est absurde. Par 
conséquent, la relation d'appartenance À € O(8) XSO(S) est impos- 
sible. 


Remarque 4. Le principe infinitésimal de trialité (6) admet aussi 
une réciproque : si À, B, C sont des opérateurs antisymétriques Ca —+ 
— Ca tels que 

A(zy) = Bz-y + x:Cy Vz, y E Ca, 


alors B = A? et C = A°. En effet, les opérateurs B° — B — A? et 


C' = C — A° vérifient l'identité B'’x-y — —zx-C'y, d'où il résulte 
que B'x = xb, où b — —C'1 et C'y = cy, où y = —B"1. Donc, 
zbey = —zx-cy, d'où l’on déduit pour x = y = 1 que b = —<c, et 


donc, que xb-y = x-by. Par conséquent, b ER, c'est-à-dire que 
l'opérateur B° est diagonal. Donc B° = 0 par antisvmétrie et, par 
suite, € =0. D 


Le groupe Spin(9) est justiciable aussi d'un principe de trialité. 
Pour l'obtenir nous introduisons les espaces vectoriels Ca? = 
— R @ Ca et Ca? — Ca ® Ca. Pour éviter toute confusion avec 
le produit scalaire, on désignera les éléments de l'espace vectoriel 
Ca° par {E, n}, où E, n E Ca, et respectivement, les éléments de 
l’espace vectoriel Ca”, par les symboles fr, p},oùrER, pE€ Ca. 

A tout élément x = {£, n} de Ca° et tout élément u = {r, p} 
de Ca associons l'élément zu de Ca° défini par la formule 


zu = {—ré + pn, mm + Ep}. 
Il est clair que cette multiplication est bilinéaire (sur ?) et possède 
la propriété suivante: si zu = xv pour tout x € Ca, alors u = v 
(si —ré + pn = —së + on pour tous Ë et n, alors —rE = —së, 
donc r = s, et pn = on, donc p = 0). 


Lemme 3. Pour tous éléments x € Ca° et u, v E CaŸ, on a l'iden- 
lite 
(8) TU+U = —xv-vlu, 


où comme toujours v+ désigne la symétrie dans l'hyperplan perpendi- 
culaire au vecteur v. 


Démonstration. Soient u = fr, o}, v = {s, o}. Il est 
clair que sans nuire à la généralité, on peut admettre que les vecteurs 
u et v sont des vecteurs unités, c’est-à-dire vérifiant les relations 
+lpF=1,$ + |0o [= 1. Alors, vu = {r—2{(u,v)s. p — 
— 2{u, v)o}, où 2 (u, v) = 2rs + po + 60. 
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A cause de la linéarité, il suffit de prouver l'identité (8) pour 
z = {E,O}hetz = {0, n}. Mais si x = {E, 0}, alors 
zu = {—rË, Ep}, av = {—S£, Ec}, 
k zut = {rsë + O-pE, sëp — rEo} 
zveviu = {(r — 2(u, v)s) sE — 
+ (6 —24(u, v)0):08, (r—2{(u, v)s) Ëo — sE (p — 2 (u, v) 0)} = 
= {rsE — 2 (u, v) SE + p-oË — 2 (u, v) o0ë, rE o — 
— Qu, v)sÈ0 —sEp +2(u, v) SE o} — 
= f{{rs—2{u, v) (+ |o )lE + p-oë, r£ o — sp}, 
et, par suite (puisque rs — 2 (u, v) ($ + | o F) = rs —2(u, v) = 
= — rs — po — 6p), 
ruev + zvcviu = {O-PpÈ — op-E + po-E — p-0E, 0}, 
ce qui est égal à {0, 0} en raison de l’antisymétrie des associateurs et 
de la remarque évidente qui dit que l'associateur change de signe 


quand on remplace un élément par son conjugué. 
Le cas x = {0, n} se traite de façon analogue. 


Associons maintenant à tout élément u € CaŸ l'opérateur li- 
néaire R,: x — zu de Ca° dans Ca°. Comme, ainsi que le montre un 
calcul immédiat, ru-u = |u° |z, Vr € Ca*, Vu E Ca”, c'est-à-dire 
que Ré = [u* |E, il vient que l'application linéaire u — R, de 
l'espace Ca® dans l'algèbre des opérateurs linéaires End Ca* se pro- 
longe de façon unique en un homomorphisme d’algèbres 


R: Cl4(CaŸ) —+ End Ca’. 


L'identification des algèbres Cl;(Ca?) et End Ca° respectivement 
aux algèbres ©1,(9) et R(16) fait apparaître l'homomorphisme 
composé 


(9) Spin4(9)  Cl:(9) = CI(CaŸ) $ End Ca’ = R(16). 


Siu— fr, p}Ee S8a Ca®, ie. r°+[|pF=1etr = {E, n}€ 
€ Ca*, alors 


[ru [= |{—ré + pn, m + Ep} = 
= (—rE + pn) (—7E + np) + (mn + Ep) (mn + pE) = 
= PBE— rEenp — rpn-Ë + p n-np + 
+ rnn + PE + rE pen + Ep-pE = 
= (2+lpP)(Er+In +rz=lzf+r, 


ANALOGUE DU PRINCIPE DE TRIALITÉE 279 


« 


ou Li LL 
2 = —E-np — pn°E + np + Ep:n. 


Mais en posant [E, n] — En —n£ et (E, n. ©) = En- 6 — E-né, on 
déduit sans peine que 


2 = (np, El —(n, p, E) + LE, pnl + (E, p, 1). 
Comme déjà signalé, la substitution à tout élément de son conjugué 


change le signe de l'associateur (£, n. €). Donc, (Ë, p, n) = —(6, p, n). 


De façon analogue, [E, pnl — = [E, n pl = LE, npl. Donc, 


à cause de l'antisymétrie des associateurs. Donc, | zu | = | zx |*. 
Ceci exprime que l’opérateur linéaire R, — Ru est orthogonal, d'où 
il résulte immédiatement que l’homomorphisme (9) envoie le groupe 
Spin +(9) (et même le groupe pin.4(9)) dans le groupe SO(9). 

L'image d'un élément a € Spin;:(9) dans le groupe SO(9) par 
l’'homomorphisme (9), traitée comme un opérateur orthogonal de 
Ca° dans Ca, sera désignée par añ. 

Remarque 5. L'homomorphisme a — aR est une représentation 
spinorielle du groupe Spin,(9) Æ Spin(9), mais nous ne prouve- 
rons pas ce fait, car nous n’en aurons pas besoin. 

L'image d'un élément a € Spin;:(9) par l'homomorphisme ,: 
Spin4(9) — SO(9) de la proposition 4 de la leçon 13, traitée com- 
me un opérateur orthogonal de CaŸ dans CaŸ?, sera désignée par a. 

Par ailleurs, comme plus haut, pour tout élément a € Spin(9), 
posons a8 — aR et aT = aT, où a+ est l'élément du groupe Spin +(9) 
associé à l'élément a par l'isomorphisme Spin(9) Æ Spin:(9). On 
aura alors la proposition suivante: 


Proposition 4. Pour tout élément a € Spin(9), on a l'identité 
(10): aR(zu) = aRx-alu, x ECa*, u € Ca®. 

Démonstration. Le groupe Spin(9) étant engendré par 
les éléments vw, où v, w € S8 € Ca”, il suffit de prouver l'identité 


(10) pour a = vw. Or, en vertu du lemme 2 et de la définition de l’ho- 
momorphisme À 


(uw) (au) = (vf o w8) (zu) = (R, © Ry) (zu) = 
= R, (zu-w) = R, (—zw-wtu) — 
= —(zw-wiu)-.v = (zw-v)-vi (wiu) = 
= (R,oR,)z-(vtowt)u = 
= (vw)Rr.(vw)Tu 


(on rappelle que (uw)T = vtowt). [ 
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Nous avons la proposition suivante, identique à la proposition 3: 
Proposition 5. Si des opérateurs orthogonaux A: CaŸ — CaŸ ct 
B : Ca — Ca* sont tels que 
(11) B{zu) = Bz-Au 


pour tous éléments x ECa*etuE€ Ca?, alors ces opérateurs sont néces- 
sairement unimodulaires et il existe un élément a € Spin(9) et un seul 


tel que 
(12) A = aT, B = af. 


Prouvons préalablement le lemme suivant: 
Lemme 4. Si B est un opérateur orthogonal Ca° — Ca°, tel que 
(13) B(zu) = Bz:u 


pour tous éléments x E Ca* et u E Ca (c'est-à-dire pour u — {0, op}, 
où p E Ca), alors B = +E. 


Démonstration. Supposons que 


(CE, CE) pour zx = {E, 


Bz = { Din, Dny pour z— {01 


et, par suite, 
Bz = {CE + Din, CE + Dn} pour r € {E, n}. 
Dans ces notations, la relation (13) devient pour u — {0, p} 
{C (pn) + Di (Ëp), Ci (pn) + DE, p}} = {p (CE + Dn), (CE+ Din) p}, 
d'où il s'ensuit (on admet d’abord que £ — 0 et ensuite que n = 0) que 
C(pn)=p-Dn,  Ci(pn)=Din-p, 
D, (Ép)=p"Cië,  D(ëp)=CE-p. 
Pour p = 1, on en déduit que 
DCE,  DE=CE 
et par conséquent (on remplace p par p et € par £) que 
(14) C(PE) = p°CE, Cp) = CiE-p. 


Donc Cp = pc et Cp = cp, oùc = C1, c, = Ci. Les identités (14) 
deviennent alors 
pÉ-c = p-Ëc, c-pE = cp°E. 


On sait déjà que la première identité entraîne que c € *. En 
posant ©, = u + ve, p = w et E — e, où u, v, w E H, dans la se- 
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conde, et en tenant compte de ce que (u — ve)-we = —uD + wu-e 


et (u + ve)je-w = —wu — wv-e, on obtient les relations wv = uu, 
UU = —UV, qui, w étant quelconque, ne sont possibles que pour 
u = uv — 0. c'est-à-dire pour c, — 0. Ceci prouve que C, = 0 (donc 
que D, — 0) et que l'opérateur C est confondu avec l'opérateur D 
et est un opérateur de multiplication par le réel c. Donc, l'opérateur 
B est aussi un opérateur de multiplication par c, ce qui n’est possible 
que pour c= +i. 


Démonstration de la proposition 5. Si 
l'opérateur À est unimodulaire et, donc, il existe un élément a € 
€ Spin(9) tel que À = aT, alors l'opérateur Be (aR)"! satisfait la 
relation (13) (mème pour x quelconque) et, par suite, B = ak — 

—+a)R en vertu du lemme 4. Comme (—a)T = af, ceci prouve 
l'égalité (11). L’unicité de l'élément a dans ces égalités résulte du 
fait que l'égalité dT — aT n'est possible que pour b = +a et 
(—a)R = —aR = af. 

Donc, pour achever la démonstration de la proposition 5, il nous 
reste à prouver que l'identité (11) n'a lieu que pour un opérateur À 
unimodulaire. Mais si cette identité est satisfaite pour un opérateur 
orthogonal À non unimodulaire, elle le sera visiblement pour tout 
autre opérateur tel que À (avec un autre B bien sür). Il suffit donc 
de montrer l’'absurdité de la proposition suivante: l'identité (11) a 
lieu pour l'opérateur À: ur ü, où & = {—r, p} si u = {r, p}, 
c'est-à-dire qu'’existe un opérateur orthogonal B: Ca* — Ca* tel que 


(15) B(zu) = Bzx:ü. 


Or, si u = {0, p} l'identité (15) est confondue avec l'identité (13), 
donc B = HE en vertu du lemme 4. Donc, l'identité (15) équivaut 
à l'identité zu = zü, d'où il s'ensuit que u = à, ce qui est absurde. 
Ceci achève la démonstration de la proposition 5. [ 


Outre les octaves, on peut par exemple étudier des matrice 
dont les éléments sont des octaves. Etant donné que l'algèbre Ca 
est munie de la conjugaison, toute matrice d'octaves À possède une 
matrice transposée conjuguée X*. Par analogie avec le cas complexe 
une matrice d’octaves XÀ est kermitienne si X* = X. 

Définissant le produit XY des matrices d'octaves X et Y par la 
formule usuelle, on obtient immédiatement (par des calculs identi- 
ques à ceux effectués pour les matrices complexes) que pour toutes 
matrices d'octaves X et Ÿ’, on a, comme pour les matrices complexes, 
l'égalité (XY)* = Y*X* qui entraîne que les matrices hermitiennes 
d'octaves d'ordre z forment une algèbre pour la multiplication jor- 
danienne 


XoY = ETX 
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Cette algèbre est commutative et unitaire. Son unité est la matrice 
unité E£. 

Etudions cette algèbre pour n — 3. Désignons-la par Al en 
l'honneur du mathématicien américain A. Albert qui fut parmi les 
premiers à la remarquer. 


Remarque 6. La multiplication jordanienne a un sens sur toute 
algèbre. Elle est visiblement commutative, et, sur une algèbre asso- 
ciative. satisfait l'identité 


(16) Œoy)oez=ro(yoz), 


où x° = xozx — xx. Les algèbres à multiplication commutative ve- 
rifiant cette identité s'appellent algèbres de Jordan. (A propos, nous 
avons vu en démontrant le lemme { que l'identité (16) est réalisée 
sur toute algèbre alternative ; donc, une algèbre alternative commu- 
tative est une algèbre de Jordan.) De toute évidence, puisque l’al- 
gèbre des octaves n'est pas associative, il n’y a aucune raison pour 
que l'algèbre des matrices d'octaves hermitiennes d'ordre n soit 
algèbre de Jordan. Néanmoins, il s’avère que c'est parce que l’al- 
gèbre £a est alternative que cette algèbre est de Jordan pour nr < 3, 
et en outre, comme l’a montré Albert pour nr = 3, elle ne peut être 
déduite d'aucune algèbre associative. Ceci explique le rôle parti- 
culier de l'algèbre Al et l'intérêt que nous lui portons. Cependant 
nous glisserons sur la démonstration du fait que cette matrice est de 
Jordan, car nous n’en aurons pas besoin. 

Tout élément X de l’algèbre Al se représente d'une seule façon 
sous la forme 


(17) X=aE£,+aE, — as; Xi(E) + Xe(Ee) + X:(Es); 


ou 

100 000 000 

s-(00 0) E(0: 0|, E,— 0 0) 
000 

et 


0 0 0 0 

k@-( 0ë}, x,@=|0 
0OE O0 ë 

et en outre, comme le montre un calcul immédiat, 

E; pour j=i, 

O0 pour j £i, 

0, pour j=i, 


19 E,o0X,(E)—=? 
CIO EX, @ pour j#i, 


(18) E;° E;= 
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(&, n)(E — E;) pour j=i, 
À 542 (En) pour j—i+i 
(dans la dernière formule les indices sont considérés comme des ré- 
sidus mod 3: comme, en vertu de cette convention, à — j + 1 pour 
j—i+2.le cas j = i + 2 se ramène au cas j = i + 1). 

Ceci définit entièrement la structure algébrique de l’algèbre Al. 


(20) X;(DeX,(n) = | 


L'une des plus importantes caractéristiques d'une algèbre est 
la structure de l’ensemble de ses idempotents, c'est-à-dire de ses élé- 
ments x tels que r* = x. Pour l'algèbre Al nous étudions l’ensemble 
de ses idempotents X tels que Tr À = 1. Ces idempotents seront ap- 
pelés idempotents primitifs. 

Pour un élément (17), la condition Tr À = 1 exprime que 


(21) A + de + As = À, 
et la condition X? — X se ramène aux six équations suivantes : 
Gi [Et l + TEtol* = Gr 
Estobies + (its + Giro) E= br 
qui, en vertu de la condition (21), sont équivalentes aux équations 
(22) (ait + Gite) = lE4f + IEi+el, 
i = 1, 2, 3 mod 3. 


i— 1, 2, 3 mod 3, 


(23) aiËi — Ej4rbites 


Des équations (23) on déduit simultanément que a;lë;l° — 
— Ë 1EiH1Ët+e et ailEl = Éitbi+ebs Par conséquent, le nombre 
réel À = £; rubis ne change pas si l’on remplace à par ë + 1 et, 
par suite, est le même pour tous les i. Ceci étant, 


(24) a;lë:l = À pour tout i = 1, 2, 3. 
Maintenant il est immédiat de voir que 
(25) [El = Gi41@s+ pour tout i = 1, 2, 3 mod 3. 


En effet, en multipliant l'équation (22) par a;+,a;++, on obtient en 
vertu de (24) 


Gidi+idi+e(di+y + Gite) = Gitoh + Già, 


d’où l'on déduit pour a;+, + &j+e 0, c'est-à-dire pour a; 1, 
que À. = a;a;+14;+2. Par conséquent, si par ailleurs a; 0, alors 
(25) résulte de (24). Si a; = 0 ou a;+1 + aj+2 = 0, alors il s'ensuit 
immédiatement de (22) que E;+, = E5+2 = 0, et donc (25) découle 
de (22) pour i+i. 
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Réciproquement, si les conditions (25) sont remplies pour tous 
les i, alors il en est de même des conditions (22). Ceci prouve qu’une 
matrice X € Al est un idempotent primitif si et seulement si ses élé- 
ments satisfont les conditions (21), (23) et (25). 

On remarquera que de (25) et (21), il résulte immédiatement que 
a; > 0 quel que soit i = 1, 2, 3. 

On démontre sans peine que pour E,, £., £4 € €, les équations (21), 
(23) et (25) définissent une variété difféomorphe au plan projectif 
complexe CP*° (le difféomorphisme Î[2,: 22: Zal > (E,, Es. Es. a1, @, 
a3) est défini par les formules 


Si+12i+2 _ 
= pla lol HT 
où à — 1, 2, 3 mod 3), et pour E;, E., E3 € H, une variété difféo- 
morphe au plan projectif quaternionique HP* (l’espace projectif 
#P" à n dimensions sur une algèbre associative {4 à division — et, 
en particulier, sur l’algèbre des quaternions H — se définit comme 
l'ensemble quotient de l’ensemble ,4"*!X {0} par la proportionna- 
lité des vecteurs; l’associativité est nécessaire pour que cette rela- 
tion soit transitive). Pour cette raison l’ensemble des idempotents 
primitifs de l'algèbre Al s’appelle plan projectif des octaves et est dé- 
signé par Ca P*°. (Il y a cependant des causes plus profondes à cette 
terminologie ; on peut par exemple (cf. [12]) définir dans Ca P° des 
« droites » qui sont, en fait, des sphères à huit dimensions qui sont 
justiciables des axiomes d'incidence de géométrie projective; mais 
ceci déborde le cadre de notre expose.) 

Soit U;, i — 1, 2, 3, un sous-ensemble ouvert du plan projectif 
Ca P°, composé des points (E,, E:. Es, @, &:. a) tels que a; 0. 
Il est aisé de voir que cet ensemble est difféomorphe au produit 
Ca X Ca R!6 (par exemple pour i—3 le difféomorphisme 
Ca X Ca — l', est défini par les formules 


E —., 1 E — hi  ____, 
Am i+inel" 2 1+lmli+lum 
E — Mae a, = | ni |* 

88 [+ ni + nel? 1 f-inl+inl:? 
a [ne |! a 1 


2 1Elmi+inml" 3 1+lmi+lm il? 


où 11, n2 E Ca) et, par suite, est simplement connexe. Comme les in- 
tersections L’, NA U, et (U, AN U:) N V3 sont visiblement connexes 
(la première est difféomorphe au produit {a X (Ca  {0}). la secon- 
de, au produit (Ca {0}) X (£a {0}))}, Ca P° = U, UU, UU:, 
d’où il découle que le plan projectif des octaves Ca P*° est une variété 
connexe el simplement connexe (de dimension 16). 
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Produits scalaires sur l'algèbre Al.— Automorphismes et 
dérivations de l’algèbre Al.— Dérivations adjointes de l’al- 
gèbre Al.— Théorème de Freudenthal.— Corollaires du 
théorème de Freudenthal.— Groupe de Lie F,.— Algèbre de 


Lie f,.— Structure de l’algèbre de Lie f©. 


Dire que tout élément X de l'algèbre Al satisfait l'égalité 
X =@E, + @E, + a3Es + Xi(Ë) + Xa(Ës) + X3(Es) 


(cf. formule (17) de la leçon 15) revient à dire que l'espace vectoriel 
Al est somme directe de trois espaces vectoriels 2 et de trois espa- 
ces vectoriels Ca (de sorte que, en particulier, dim Al = 3 + 3-8 — 
— 27). L'espace vectoriel Al est muni d'une structure euclidienne 
(d'un produit scalaire), car ? et Ca sont euclidiens. De plus, la 
norme (la longueur) | X | de tout élément X de cet espace vérifie la 
relation 


(D, IXF=ata-a-IhF+ IE FTP 


Le produit scalaire (X, Y ) des éléments X et }” de Al s'exprime 
en fonction de leur produit jordanien par la formule 


(2) (X, Y) = TX Y), 


qui se vérifie par un calcul direct. 

De cette formule, il résulte, en particulier, qu'un idempotent 
X E Al est primitif si et seulement si | À | = 1. 

A noter que cette algèbre n'est pas métrique, car elle n’est munie 
d’aucune conjugaison. D'après le théorème de Hurwitz, elle ne peut 
être normée. 

Outre le produit scalaire, l'algèbre Al est munie d'une impor- 
tante fonctionnelle dont nous commencerons de loin la construction. 

Etant donné qu'à cause de l’antisymétrie l'associateur (ax)y — 
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— axy) change de signe par la permutation (a, x, y) (y, a, x), 
dans toute algèbre alternative on a l'identité 


(ax)y + y(ax) = a(xy) + (ya)z. 


En désignant a par a}, x par ri et y par y}: on peut mettre cette iden- 
tite sous la forme suivante: 


(aixh) y} + yi (aixk) = al (xkyi) + (ya!) ré. 


Cette identité reste valable si la sommation est réalisée sur tous les 
indices entre 1 et r (en fait on se prie à n — 3). Mais en intro- 


duisant les matrices À — (a}), — (15) et Y — (y:), on peut 
mettre l'identité obtenue sous la one 
(3) Tr(AX-Ÿ) + Tr(Y-AX) = Tr(A:XY) + Tr(YA4:-X), 


qui est valable pour toutes matrices dont les éléments appartien- 
nent à une algèbre alternative et donc. en particulier, pour les ma- 
trices de l'algèbre Al. 

A noter que ce procédé est assez général et s ‘applique a toute 
identité multilinéaire. Par exemple. désignant par Re ë le coeffi- 
cient de 1 dans l'octave E, c’est-à-dire le produit scalaire (ë, 1), 
on aura l'identité 

Re(ab) = Re(ba). 
qui est valable pour toutes octaves a et b. Donc, les matrices d'octa- 
ves satisfont l'identité 


(4) Re Tr(4B) = Re Tr(BA), 
qui exprime que l'application de Re Tr rend commutative Ja mul- 


tiplication des matrices d'octaves. 
En vertu de cette commutativité, l'identité (3) entraîne 


2Re Tr(AX-Y) = Re Tr(A-XY) + Re Tr(YA-X). 
Une permutation cyclique de À, X et Y nous donne l'identité 

2Re Tr(XY -A) = Re Tr(X-YA) + Re Tr(AX-Y). 
En retranchant ces identités membre à membre et en se servant enco- 
re de la commutativité, on obtient après simplification par 3 l’iden- 
tité 
(5) Re Tr(AX:-Y) = Re Tr(4-:XY), 
qui exprime que l'application de Re Tr rend associative la multipli- 


cation des matrices d’octaves. 
Idem pour la multiplication jordanienne des matrices d'octaves : 


Re Tr((A o À) © ŸY) — Re Tr((A o X) © Ÿ) = 
— [Re Tr(AX-Y) + Re Tr(Y-XA)] = 


AUTOMORPHISMES ET DÉRIVATIONS DE L'ALGEBRE Al 287 


= LIRe Tr(4-XY) + Re Tr(YX-A)] — 
— Re Tr(4- (X ° Y)) = Re Tr(A o (X oc Y)). 


Comme la trace des matrices de Al est réelle, on en déduit en défi- 
nitive que 
Tr((4 © X)o Ÿ) = Tr(A o (X o Y’)) 


pour toutes matrices À, X, Y € Al. D'après la formule (2), cela 
signifie que dans l’algèbre Al on a l'identité 


(4 o X, ŸY) = (4, X 0e Ÿ), 


qui entraîne (puisque l'algèbre Al est commutative) que la fonction- 
nelle trilinéaire 


(6) (X, Y, Z) = TX oY)o2Z)=(X:ÿY,2), X,Y,ZE Al. 


est symétrique en X, Y et Z. 
Nous appellerons cette fonctionnelle triproduit scalaire. 


Si un automorphisme D: Al — Al de l'algèbre Al préserve la 
trace, c’est-à-dire que Tr(®X) = Tr X pour tout élément X € Al, 
alors il préservera de toute évidence les deux produits scalaires 


(7) (OX, DY)=(X. Y) et (DX, DY, ®Z) = (X, Y, Z) 


quels que soient les éléments X, }”. Z € Al. 

De là il résulte, en particulier, que le groupe des automorphismes 
de l’algèbre AÏ préservant la trace est un sous-groupe fermé du groupe 
orthogonal O(27) et donc est un groupe de Lie compact. Nous dé- 
signerons ce groupe par F, et son algèbre de Lie par f,. Les éléments 
de l’algèbre de Lie j, sont les dérivations D: Al — Al qui annu- 
lent la trace, c'est-à-dire telles que Tr(DA) — 0 pour toute matrice 
A € Al. 


Remarque {. On montrera ultérieurement que tout automorphis- 
me préserve la trace, de sorte qu'en réalité le groupe F, est le groupe 
des automorphismes de l'algèbre Al, mais pour des raisons de com- 
modité nous ajournons la démonstration de ce fait. 

Il est remarquable que, réciproquement, tout opérateur linéaire 
D: Al + Al respectant les deux produits scalaires est un automor- 
phisme de l'algèbre A1 préservant la trace. En effet, 


(OX © DY — Œ(X © Y), DZ) — 
— (OX, OY, DZ) — (D(X © Y), DZ) — 
= (4, Y, Z)—(X°.Y,2Z)=0 


quels que soient X, Y, Z € Al, et donc OX o OY = Œ(X 0 Ÿ), car 
étant une isométrie pour le produit scalaire (2), l'opérateur ® n’est 
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pas dégénéré et, par suite, tout élément de l'algèbre Al peut être 
mis sous la forme ®Z. Ceci prouve que l'opérateur ® est un auto- 
morphisme de l'algèbre Al. Donc O£ = E et, par conséquent, 
Tr(OX) = Tr X, car Tr X — (X, E) pour tout X € AI. [O 


Donc, indépendamment de l'algèbre Al, le groupe F, peut être 
traité comme le groupe des isométries d’un espace euclidien à 27 di- 
mensions préservant une fonctionnelle trilinéaire. 

On sait que pour les opérateurs O de la forme e‘?, la préservation 
du produit scalaire (de l’isométrie) équivaut à l’antisymétrie de 
l'opérateur D. c'est-à-dire qu'on a l'identité 


(DX, Y)+(X, DY)=0. 


De façon analogue, la préservation du triproduit scalaire équivaut à 
la réalisation de l'identité 


(8) (DX, Y, 2) + (X, DY, 2) + (4, Y, DZ) = 0 


quels que soient les éléments X. Y, Z € AI. En effet, en dérivant la 
fonction f(t) = (et2X, etDY, etDZ) par rapport à t, on trouve immé- 
diatement en raison de la linéarité que (0) est égale au premier mem- 
bre de l'identité (8). Donc, si f(t) = const, alors (7) est réalisée. 
Réciproquement, si (8) est remplie, alors f’(t) — O pour tous les t, 
et donc f({t) = const, ce qui équivaut à la deuxième identité (7). [] 


Pour des raisons évidentes, les opérateurs linéaires D vérifiant 
l'identité (8) seront appelés antisymétriques pour le triproduit sca- 
laire (6). 

D'après tout ce qui précède, un opérateur linéaire D: Al —- Al 
est une dérivation de l'algèbre Ai annulant la trace (appartient à l'al- 
gèbre de Lie T,) si et seulement s'il est antisymétrique pour les deux 
produits scalaires (2) et (6). 


Une matrice d’octaves A est antihermitienne si A* = —A. Un 
calcul direct montre que si une matrice À est antihermitienne, alors 
pour toute matrice X hermitienne, la matrice [A, X] = AX — XA 
est aussi hermitienne. Donc, toute matrice antihermitienne À d'ordre 
trois définit grâce à la formule 

(ad A)X = [4, XI, XE AI, 
un opérateur linéaire ad A: Al — Al. Comme, en vertu des iden- 
tités (3) et (5), pour toutes matrices d'octaves on a 


Re Tr([A, X]o Y) = Re Tr([A, X] Y) = 
— Re Tr(AX°-Ÿ) — Re Tr(XA-Y) = 
— Re Tr(Y-AX) — Re Tr(X-AY) = 
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Re Tr(YA-X) — Re Tr(X-AY) = 
— —kRe Tr(X-[4, Y]) — 
= —kRe Tr(X © (4, Y1), 


on obtient pour toute matrice antisymétrique À l'égalité 
(4, XI, Y)+(X, (4, YD =0, X,YEAI 


qui exprime que l'opérateur ad À est antisymétrique pour le produit 
scalaire (2). 

On sait par ailleurs que dans une algèbre alternative, l'associati- 
vité est réalisée pour des éléments a, b, c si certains d'entre eux sont 
égaux. Elle est aussi réalisée si l'un au moins des éléments a, b, c 
appartient à 2, d'où il s'ensuit qu'elle est encore réalisée si certains 
des éléments a, b, c sont conjugués. En appliquant ce raisonnement 
aux éléments de la matrice X(XX) —(XX)X, où X = (x) est une 
matrice d'octaves hermitienne d'ordre n, on trouve que dans les 


expressions z{z#xr!) — (xir*)z, des éléments non nuls de cette 
matrice, on peut étendre la sommation sur j et k aux seuls indices 
jetk,j Æk, distincts de i et Z. Donc, pour nr = 3, on a nécessaire- 
ment i — l, de sorte que quelle que soit la matrice X € Al, la 
matrice X(XX) —(XX)X est obligatoirement diagonale, c'est-à- 


dire est de la forme 
a O0 
Ê B o où a, ff, yE Ca. 


0 0 


Ceci étant, si la matrice X est de la forme (1), on aura alors les 
formules suivantes pour les octaves &, P, 


a = Es(E6e) + Ee(EEs) — (EsË1)Ee — (E 
B — E,(E263) + Es(Eob) — (:Ë2)Es — (Ës 
Y = Ee(Esh) + E(EsËe) — (EeË3)E — (E1Ë3) Es 


d'où il résulte que « = BP — y, puisque les associateurs sont antisy- 
métriques. 

Etant donné que pour toute matrice d'octaves À, on a Tr(A -aE) — 
= Tr 4-a. donc que Tr(A-&E) = 0 si Tr À = 0, on en déduit que 
pour toute matrice antihermitienne À d'ordre 3 ‘de trace nulle et 
toute matrice XÀ € Al on a la relation 


Tr(4-X(XX)) = Tr(A-(XX)X), 
et, par suite (cf. formules (4) et (5)), la relation 
Re Tr(AX-XX) = Re Tr(XA-XX), 


2H)Es 
Ëa) 


E 
Gr» 


19—01642 
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qui exprime que 
Re Tr((ad A)X-XX) = 0, 


c'est-à-dire (puisque (ad A)X € Al et XX = X © X) que 
((ad A)X, X, X) = 0. 


En polarisant cette identité en X, on obtient immédiatement que 
l'application linéaire ad A: Al —+ Al satisfait l’identité (8). 

Donc, l’application ad À est antisymétrique pour les deux pro- 
duits scalaires (2) et (6). Par conséquent, c’est une dérivation de 
l'algèbre Al annulant la trace. 

L'espace vectoriel des matrices d'octaves antihermitiennes 
d'ordre 3 de trace nulle sera désigné par M. D'après ce qui a été 
prouvé, pour toute matrice À € M l'opérateur linéaire ad À est un 
élément de l'algèbre de Lie ?.. L'application obtenue (qui est visible- 
ment linéaire) 

ad: M— }, 
est injective. En effet, un calcul trivial montre que toute matrice de 


Al commute aux seules matrices scalaires de la forme aE,où a€ 2, 
or aE a une trace nulle uniquement pour a=0. © 


Les dérivations de l’algèbre Al de la forme ad À, À € M, seront 
appelées dérivations adjointes. 

Nous préterons une attention particulière aux matrices de M 
dont les éléments diagonaux sont nuls. Ces matrices forment un sous- 
espace M° de M. Soient 


0 O0 0 1/0 0 —1n 
Yi (n) = F 0 ] », Y2(n)= Ê (0) | ; 
0 


0 —n 0 n O0 
0 n 0 
LE 0 ) 


0 0 0 


Toute matrice À € M° se représente de façon unique sous la forme 
À = Yu) + Yofne) + Ysns), Mrs Nos ns E Ca, 
d’où il vient, en particulier, que dim 4° = 24. 
Nous pouvons aborder maintenant la démonstration de l’impor- 
tant théorème de Freudenthal qui facilite sensiblement l'étude de 


l'algèbre Al et du groupe F,. Comme toujours on désigne par (F.). 
la composante de l'unité du groupe F;. 
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Proposition { (théorème de Freudenthal). Pour tout élément 
X € Al il existe un automorphisme O € (F,). tel que 


OX — AE: + ME» + AE où À < À < À. 


Les nombres À < À: L À, sont définis de façon unique par l'élément X. 

Deux éléments de l'algèbre Al peuvent ètre associés par un auto- 
morphisme de (F,). si et seulement si les nombres À < À: < À qui leur 
correspondent sont confondus. 


Dans le langage de la théorie des groupes de représentations; 
cette proposition affirme que chaque orbite du groupe (F,). dans 
l'algèbre A1 contient une seule matrice diagonale À,E, + À,E, + 
+ À,E, telle que À ha L À. C'est sous cette forme que nous la 
prouverons. 

Etant un sous-groupe fermé du groupe compact SO(26), le groupe 
(F,). est compact. Donc, chacune de ses orbites contient une matrice 
X de la forme (1) pour laquelle la somme af - ai + af prend son 
maximum (sur cette orbite). Il s’avère que cette matrice "est toujours 
diagonale. 

En effet, pour toute matrice À € Al et tout t ER, la matrice 
X, = et44X appartient à l'orbite de la matrice X (car ad A €, 
et, par suite, etadA € (F,).), donc ses éléments diagonaux a,(t), 
ae(t), azs(t) vérifient l'inégalité f(t) < f(0), où  f(t) = a.(t)}° + 
+ aoft)* + as(t}. Mais nous savons déjà (cf. page 40) que la ma- 
trice X, est solution de l’équation différentielle matricielle 


Pt (ad 4) Xe Xo=X, 


équation qui est équivalente à trois équations différentielles pour 
les octaves E;(t), E.(t) et E.(t) de la matrice X, et à trois équations 
différentielles pour ses éléments numériques a;(t), a.(t), aä(t). Si 
À = in). un calcul simple utilisant la formule (2) de la leçon 14 
montre que ces équations prennent la forme 


da; 
10 Lo, OL (a, (#)— a, (9) n. 
(9) 20 2 (n, 8 (#), &. 0 _ — 18 ©), 
MD 2e), SOLET nr. 


Donc, a(t) = const et a,(t) + as(t) = const. Par ailleurs, f’(t) — 

= Z(a,(t) at) + a,(t) at) + at) a(t)) = 1@ Ei(t)) (ae (t) — 
— aa(t)), d’où, en.vertu de l'égalité” f(0) =0, on déduit que 
a2(0) = a3(0) pour (n, E(0)) = 0. Donc, ai(t) = a(0) et 
a2(t) + as(t) — 2a,(0) et, par suite, f(t) — (0) + 2(a(0) — 
— a3(t))}*, ce qui en vertu de l'inégalité Ï(t) L (0) n'est possible 
19e 
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que pour at) = a3(0). Mais alors a;(t) = 0, et donc (n, E,(t)) = 0, 
ce qui pour { = 0 contredit la condition (n. E,(0)) 0. Donc, 


(n; E:(0)) = 0 


pour toute octave n, ce qui n’est possible que pour E,(0) = 0. 
On prouve de façon analogue que E.(0) = 0 et E,(0) = 0. Donc, 
la matrice À — X, est diagonale. [ 


Montrons maintenant que foute matrice diagonale XÀ = a.,E, + 
+ @:E: + a3E4 peut être transformée par un automorphisme de (F,). 
en une matrice diagonale aussi telle que a, < as < as. Il est clair qu'il 
suffit de montrer que dans la matrice diagonale À = a,£, + a.E, + 
+ a,E, on peut permuter deux éléments quelconques diagonaux, 
disons a, et a:, par un automorphisme de (F,).. Considérons à cet 
effet la matrice X, = etad 4%, où À = Y,(n). Des équations (9) il 
résulte aussitôt que pour cette matrice la fonction a.(t) — a;(t) 
est solution de l'équation différentielle 
d?(a: (t)— az (t 
LEO SO 2 4 (m, n) (@ (4) —a3(#) 
avec la condition initiale a;(0) — a;(0) = O (car E,(0) = 0, puis- 
que X est une matrice diagonale). Donc, 
ao(t) — as(t) = (a2(0) — a3(0)) cos 2 1n lt. 
En admettant pour simplifier que | n | = 1, on en déduit, en parti- 
culier, que 
a(5) — 23(5) = —(@:(0) — 230) 
et, par suite (puisque a.,(t) + as(t) = const), que a (5) = a3 (0) = 
+ ad Yi () 
= da; et a3(5) = a,(0) = a. Donc, l’automorphisme e? 
(pour tout n tel que | n | = 1) permute bien a et as. [ 


Ceci prouve entièrement la première assertion de la proposition À. 
D'après cette assertion, chaque matrice X € Al définit (pas forcé- 
ment de façon unique) trois nombres À, < À, < À, tels que OX — 
= ME; + E: + ÀSEs pour un automorphisme ® € (F,).. 


Lemme 1. On a les égalités suivantes 
jh +hs+As= (X, E), 
M + AS HAS = (X, X), 
Mr +A=(X, X, X). 


Démonstration. Pour la matrice diagonale OX, ces égali- 
tés sont évidentes (car (N, £) = Tr X, (X, ZX) = Tr(X + X) et 
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(X, X,X) = TX » X © X). Mais, comme @X, E) = (DX,OE) = 
= (X, E), (OX, OX) = (X, X) et (DX. OX. NE (X, X, X), 
elles sont valables pour toute matrice X € Al. 


Nous pouvons maintenant achever la démonstration de la pro- 
position f. 


Démonstration de la proposition 1. Etant 
donné que nous avons déjà prouvé la première assertion de la propo- 
sition 1 et que la troisième assertion est une conséquence des deux 
premières, il nous suffit d’établir la seconde. Or, celle-ci résulte 
immédiatement du lemme 1, puisque d’après des formules classiques 
de théorie des polynômes symétriques les nombres À,, À.. À, se defi- 
nissent de façon unique à une permutation près par les nombres 6, — 
= Àk LAh LA, k=1,2,3 D 


Les nombres À, < À, < À, seront appelés valeurs propres de la 
matrice d'octaves X. À noter que leur somme est égale à la trace de 
la matrice À. 


Le théorème de Freudenthal allège considérablement l'étude de 
l'algèbre Al. De ce théorème, il résulte par exemple que les puis- 
sances de tout élément X € Al sont associatives, c’est-a-dire que les 
puissances n-ièmes de tout X € Al sont les mêmes quelle que soit 
la place des parenthèses, puisque pour une matrice diagonale ceci est 
évident. (On démontre de façon analogue l'identité jordanienne (16) 
de la leçon 15 pour l'algèbre Al, puisque ceci est évident si l'un 
des facteurs est diagonal.) 

Les puissances étant associatives, la puissance n-ième X" d'un 
élément X € Al est définie de façon unique pour tout r > 0. Donc, 
pour tout polynôme p(T) à coefficients réels, est défini de façon 
unique un élément p(X) € Al. Si p (X) = 0, le polynôme p(T) 
s'appelle polynôme d'annulation de l'élément X. 

Le polynôme d'annulation de plus petit degré et de coefficient 
dominant égal à 1 s'appelle polynôme minimal de l'élément X € Al. 
Il est évident qu'il est unique et que pour tout automorphisme 
O: Al —+ Al (qui n’est pas supposé préserver la trace) les éléments 
X et OX admettent le même polynôme minimal. 

Si la matrice X est diagonale, ses éléments diagonaux sont raci- 
nes de chaque polynôme d'annulation et, réciproquement, tout poly- 
nôme dont les racines sont ces éléments annule la matrice X. De là il 
s'ensuit que le degré du polynôme minimal de toute matrice X € Al 
est inférieur à 3; ce degré est égal à 3 si et seulement si les valeurs pro- 
pres de la matrice X sont distinctes. 

Par ailleurs, on voit que dans le dernier cas le coefficient en T2? 
du polynôme minimal est égal à —(À, + À, + À:) — —Tr X. Le 
polynôme minimal étant invariant, on en déduit que tout automor- 
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phisme O: Al + Al vérifie l'égalité 
Tr OX = Tr X. 


Pour des raisons de continuité, cette égalité est valable aussi dans 
le cas où les valeurs propres de l'élément X ne sont pas toutes dis- 
tinctes. On a donc prouvé que fout automorphisme de l'algèbre Al 
préserve la trace, c'est-à-dire que le groupe F4 est le groupe Aut Al 
des automorphismes de l'algèbre Al. 


Du théorème de Freudenthal il résulte aussi immédiatement 
que le groupe F, opère transitivement sur le plan projectif des octaves 
Ca P* des idempotents primitifs de l'algèbre Al, c'est-à-dire que tout 
idempotent primitif peut être envoyé par un automorphisme dans 
un idempotent primitif. En effet, il est clair qu'une matrice dia- 
gonale est idempotente si et seulement si ses éléments diagonaux 
sont égaux à O ou à 1. Donc, les valeurs propres d'un idempotent 
primitif sont égales à 0, O0, 1 et, par suite, un tel idempotent est 
envoyé dans l’idempotent Æ, par un certain automorphisme. 


Cela signifie que Le plan projectif des octaves Ca P* est homéo- 
morphe à la variété quotient F,/K du groupe de Lie F, par son sous- 
groupe K qui laisse invariant un idempotent primitif, pour fixer les 
idées, l’idempotent E. 

Soit O € X. Comme DE, = E,, ® envoie dans lui-même l’annu- 
lateur Ann ÆE, de l'élément £,;, c'est-à-dire l’espace vectoriel des 
éléments X € Al tels que X 0 E£, = 0. Mais il est aisé de voir que 
Ann £, est composé des éléments (1) pour lesquels a, — 0 et £, — 
— £, = 0 et donc est somme directe du sous-espace à une dimension 
des matrices de la forme a(E,:+E.,) et du sous-espace Ann° EE, 
des matrices de la forme: 


À =r(E; —Es) + Xp), où reR, pE€ Ca. 


L opérateur ® étant orthogonal et ŒO(E, + E.) = O(E — E,) — 
= ÆE —E, =EÆE, + E,, on en déduit que l’automorphisme ® envoie 
dans lui-même le sous-espace Ann° E,, donc induit un opérateur 
orthogonal 

t: Ann° E, + Ann° E.. 


De façon analogue, l'automorphisme ® envoie dans lui-même l'espace 
vectoriel € des éléments X € Altels que 2E, o X — X et, par suite, 
induit un opérateur orthogonal 


D': £—+6. 
Ceci étant, d’après les formules (18), (19), (20) de la leçon précé- 
dente, l'espace vectoriel € est composé des matrices de la forme 


X,(E) + Xsfn), E. n E£a, donc l'algèbre Al se décompose en 
somme directe de l'espace vectoriel €, de l'espace Ann° E, et des 
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deux espaces vectoriels à une dimension engendrés par les éléments 
E, et E. +— E4. Donc, l'automorphisme © est défini de façon unique 
par les opérateurs ® et ©”. 

On voit par ailleurs que l’espace € est canoniquement isomorphe 
à l’espace Ca? des couples d’octaves {E, n} et l’espace Ann° F;, 
à l’espace CaŸ des couples {r, p}, oùr ER, p E Ca. Donc, les opé- 
rateurs D” et ®° peuvent être traités comme des opérateurs Ca*— 
— Ca’ et CaŸ —+ Ca® respectivement. Ceci étant, à l'élément zu = 
= {—rE + pn, m + Ep} de Ca’, où x — {E, n} E Ca’ et u — 
— {r, p} E CaŸ, sera associée la matrice 


| 0 rn+Ep ) 


rn + pË 0 0 
—rÈ+pn 0 0 


0 n E£ 0 0 0 
(5 0 o]-(e T ) 
E O O0/ \0 p —r 


de € qui est le produit jordanien des matrices de € et de Ann° E, 
associées aux éléments x et u. Les opérateurs ®” et ®° étant induits 
par l’automorphisme © de l'algèbre Al, on en déduit que ces opé- 
rateurs (traités comme des opérateurs Ca? —+ Ca® et CaŸ — Ca*) 
satisfont l'identité 

(10) D'(zu) = D'r-Pfu, rECa, u E Cat. 


Donc. en vertu de la proposition 5 de la leçon 15, il existe un élé- 
ment a E Spin(9) et un seul tel que D’= aR et D? — aT. 

Ainsi, à tout automorphisme ® € À nous avons associé un élé- 
ment a € Spin(9). Il est clair que cette application est un homomor- 
phisme. Bien plus, c'est un isomorphisme, car l'identité (10) est 
de toute évidence nécessaire et suffisante pour que l'application 
correspondante ® soit un automorphisme de l'algèbre 41. On voit 
donc que le sous-groupe K est canoniquement isomorphe au groupe 
spinoriel Spin(9). 

En identifiant le sous-groupe À au groupe Spin(9) au moyen de 
cet isomorphisme, on trouve en définitive que Le groupe Spin(9) 
est un sous-groupe du groupe F;,, et de plus la variété quotient F,/Spin(9) 
est difféomorphe au plan projectif des octaves: 

(11) F,/Spin(9) & Ca P*. 
De là il résulte, en particulier, que dim F, — dim Spin(9) + 
+ dim £a P* = 36 + 16 = 52. 

Nous pouvons maintenant prouver pour le groupe F, une pro- 
position totalement identique à la proposition 1 de la leçon 15 rela- 
tive au groupe G.: 
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Proposition 2. Le groupe F, est connexe et simplement connexe. 
Tout groupe de Lie localement isomorphe au groupe F, est isomorphe 
à F,. 

Démonstration. La première assertion résulte immédia- 
tement de l’existence du difféomorphisme (11), puisque le groupe 
Spin(9) et le plan projectif Ca P* sont connexes et simplement 
connexes. 

Pour prouver la deuxième assertion, il suffit de montrer que le 
centre du groupe PF, est trivial (est composé seulement de l’auto- 
morphisme identique). Mais si un automorphisme ,: Al — Al 
appartient au centre du groupe F,, alors vu qu'aucun idempotent 
primitif autre que Æ, ne laisse invariants les éléments du sous- 
groupe À = Spin(9), un raisonnement connu (cf. démonstration 
de la proposition 1 de la leçon 15) nous montre que ®, € A. donc, 
que ®, = —Hid (car le centre du groupe Spin(9) est composé uni- 
quement des éléments +1). Comme (—E,)* = Æ, = —E,;, l'opé- 
rateur —id n'est pas un automorphisme. Donc, D, = id. 


Remarque 2. Si un automorphisme ©: Al — Al laisse inva- 
riant chaque idempotent E;, i — 1, 2, 3, alors on voit aisément 
qu'à toute matrice X;,(E), i = 1, 2, 3, il associe la matrice X,(E(), 
i — 1, 2, 3, où EG) est une octave dépendant linéairement de l’octa- 
ve £. On obtient ainsi trois opérateurs (visiblement orthogonaux) 
D: E — EG de Ca dans £a. Par un calcul direct utilisant la for- 
mule (20) de la leçon 15. on trouve que ces opérateurs satisfont 
l'identité 

D,EË- Den = D;(En), E, n € Ca. 


Donc, en vertu de la proposition 3 de la leçon 15, il existe un élé- 
ment a € Spin(8) et un seul tel que D, = af, D, = a8R et ®, o ü = 
= aT, où 0: E—+ E est la conjugaison sur l'algèbre Ca. La corres- 
pondance ® ++ a étant de toute évidence un isomorphisme, ceci 
prouve que le groupe Aut° AI des automorphismes de l'algèbre Al] 
laissant invariants les idempotents E;, i = 1, 2, 3, est isomorphe au 
groupe Spin(8). 


Le groupe de Lie F, — Aut Al étant simplement connexe, sa 
structure algébrique est entièrement définie par celle de l’algèbre 
ge Lie f, = Der Al. Il nous reste donc à étudier cette algèbre 

e Lie. 

Considérons à cet effet la sous-algèbre Der° Al de jf, composée 
des dérivations annulant chaque idempotent Æ;,, à — 1, 2, 3. Il 
est clair que cette sous-algèbre est l’algèbre de Lie du sous-groupe 
Aut° Al (cf. remarque 2) et, par suite, est isomorphe à l'algèbre de 
Lie ({(Spin (8)) Æ 8a(8). Du reste, on peut directement et sans 
peine établir cet isomorphisme. En effet, si DE, — O0 pour i — 
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— 1, 2, 3, alors ainsi qu’il résulte de la formule (19) de la leçon 15, 
l'élément DX;,(E), Vi = 1, 2, 3, est de la forme X;(A;ËE), où À; 
est un opérateur linéaire {a — (a. Les opérateurs À; sont anti- 
symétriques et satisfont (ceci résulte immédiatement pour i = 1 des 
formules (20) de la leçon 15) l'identité 


(12) A1ën + 6-40 = 43 (En). 


Donc (cf. remarque 2 de la leçon 15), 4, = (4* "et As = 4% 00, 
où 9: Ca — Ca est la conjugaison. Comme, réciproquement, tous 
opérateurs À,, 4°, A, Satisfaisant l'identité (12) sont de toute 
évidence associés à une dérivation D € Der° AÏ, ceci prouve que la 
correspondance D -+ À, est un isomorphisme. [] 


Nous désignerons la dérivation de Der° Al associée à un opéra- 
teur À € 8a(8) par xA. Donc, D = xA, si et seulement si DE; = 0 
pour tout i — 1, 2, 3 et DX,(E) — X,(AË) pour tout E € Ca. 

Soit maintenant D une dérivation quelconque de l'algèbre Al, 
et soit 


DE; = a;;i£E; + aaiEe + aus + XiE1i) + Xo(ëoi) + ZX 5(Esi). 


Comme E? — E;, il vient 2D0E; °c E; — DE;, d’où, en vertu des for- 
mules (18), (19), (20) de la leçon 15, il résulte immédiatement que 
a;j = O pour tous à, j et E;; = 0. Par ailleurs, comme ÆE;°E; = 0 
pour i Æj, on a DE;oE,+E;o DE; = 0, d'où il s'ensuit que 
Es, +1 + Ei,i+e = O0 pour tout i = 1, 2, 3. Donc, en posant E; = 
= Ë;4+1, On trouve que 


(13) DES = Xi41(Ei41) — Xite(Eise), à = 1, 2, 8 mod 3. 


D'autre part, un calcul immédiat montre que la dérivation 
adjointe D = ad À associée à la matrice À — Y,(E,) + Y.(E.) + 
+ Y.(E:) de M est justiciable des mêmes formules (13). Ceci si- 
gnifie que pour toute dérivation D € Der Al, il existe une dérivation 
adjointe ad À, À € M, et une seule telle que D — ad À € Der° Al — 
— (8a(8)), c'est-à-dire que 


(14) f. = x (8a(8)) ® ad M. 


Les applications x: sa(8) + f, et ad: M —+f, étant des 
monomorphismes, ceci prouve que 


T4 F 8a (8) ® Mo. 


Comme dim 2a(8) = 28 et dim M° = 24, ceci prouve encore que 
dim T4 — 22. 

En vertu de la décomposition (14), pour déterminer entièrement 
la structure algébrique de l’algèbre de Lie f,, il suffit de calculer 
tous les crochets de Lie des éléments 44 et ad Y',(£), où À € ea(8), 
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EE Ca, i = 1,2, 3. Il s'avère que 

(15) [x4, xB] = (4, BI, 

(16) [x4, ad Y(E)] = ad Y';(AE), 

17) [ad Y,(#), ad Y{{n)] (re 
, 4 — —— 

(9 RE ù ad Y;+2(—En) pour j=i+i; 


où À et B sont des éléments quelconques de l’algèbre de Lie 32(8) 
{traités comme des opérateurs antisymétriques £a — Ca), E, n des 
octaves arbitraires, C£{’, des opérateurs Ca —+ Ca, définis respecti- 
vement par les formules 


CEn: S —4(En)n—4(n dE, 
Can: bi CE — Cn'Ë, € Ca. 
Ca: L— n-Ët — É-në, 
En effet, la formule (15) revient à affirmer que l'application x 


est un homomorphisme, et les formules (16) et (17) se vérifient par 
un calcul direct. Par exemple, il est aisé de voir que 


{Y,(E), E;] — 0, [Y;(E), E,] — —X,(£), [Y, (È), E;] — X(E); 


c'est-à-dire que (ad Y,(ËE))E; = e;,X,(Ë), où e; = 0, —1, 1 pour 
i — {, 2. 3. Donc (puisque par définition (xA)E; = O pour tout 
i — 1, 2, 3), 


[xA, ad Y,(E)l E; = (x4) (ad Y,(E))E; = 
e; X\(AË) = (ad Yi (AË)) E:, 


et donc la dérivation D — [44, ad Ÿ,(E)] — ad Y,(AEË) appartient 
à Der° Al. Mais, un calcul immédiat montre que 


[Y,(E), X,(0)] = 2 (&, C) (Es — Es), 
donc pour D on a la formule suivante 
DX;(0) = (xÀ) (2 (8 C) (E£e — E :)) — 
— [Y(E), X1(4 0) — [M(A4E), X,(0)] = 
= —21[(E, AË) + (AE, 6)I (Es — Es) = 0, 


car l'opérateur À est antisymétrique par hypothèse. Donc, D = 0, 
ce qui prouve la formule (16) pour i = 1. De façon analogue 


lad Y,(E), ad Yi(n)l£: = 
= e(ad Y1(E)) Ain) — es(ad Y1(n)) Ai(E) = 
= 2e((6, n) — (n, Ë)) (E2 — Es) = 0 


pour j=—=i, 
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et 
lad Y,(E), ad Yi(n)IX,(t) = 


= 2 ((n, €) ad Y,(E) — (&, ©) ad Y,(n)) (£: — E;) = 


ce qui prouve la formule (17) pour i = j = 1. Les autres formules 
(16) et (17) se vérifient de façon analogue. 


Les résultats acquis nous permettent de prouver pour l'algèbre 
de Lie f, une proposition analogue à la proposition 1 de la leçon 14. 

Soit b le sous-espace à quatre dimensions de l’algèbre de Lie f;, 
composé des combinaisons linéaires des éléments %xEy1, 83, XEçe, 5h 
#Eys, 61 et xEf:, 51. Comme ces éléments commutent l’un à l’autre, 
il vient que FA H,] = O pour tous éléments H,, H,€ 9H. Soit 
Ex, 2. €3, €, la base de l’espace dual 6*, duale de la base xEr1, sy, 
XEte, 5 XEts, 6x —XErs, 51 de l'espace f. Munissons f* d'une 
structure euclidienne pour laquelle la base e,, e., e3, e, est ortho- 
normée et appelons configuration F, l'ensemble des vecteurs de la 
forme 

Le» + €p € €q (PÆ 9), 


| 
9° (teitetestei), 


(en combinant ces signes on obtient 48 vecteurs). 
En vertu de l'identification &* — b induite par la structure 
euclidienne, on peut traiter les vecteurs «& € F, comme des élé- 


ments de 6. Suivant l'exemple de l'algèbre de Lie 9 (cf. leçon 14), 
posons 


Ha= pour tout &a€F,. 


Pour éviter toute confusion avec les éléments de Ca, désignons l’uni- 
té imaginaire du corps € par V —1 et définissons les éléments X,, 
a = +e +e, de l'algèbre de Lie complexifiée fe = f,® € 
en posant 

Xexe, = 4 (Enr, 8 + Eu +V —1-4 (Er, 11 + Et, 8), 


X ve. = (— Er, 8] + Et, 2)) +V —1 °* (Erz, 1] + E2, 8J); 
et en admettant que les autres vecteurs XÀ,, ,. sont définis par 


les formules obtenues en changeant les indices (7, 8) par les indices 

(2, 7), (3, 6), (5, 4) lorsque p = 2, 3, 4, et respectivement, les 

indices (1, 2) par les indices (1, 8), (3, 6), (5, 4) lorsque q = 1, 3, 4. 
Pour x = —+e,, nous posons 


X+e, — ad Y, (E)) + V —1 ad Yi (np); 


1 


et pour «œ-=-= z (tatetete), 


-{ ad Y, (En) + V —1 ad Y, (np), 
# UadY,Œ&,)+V —1 ad Y; (ny), 
si 


(—e Te: +es +e), 
(—e;+e, —e;—e.,), 
(—e; —e +es— ei), 


(--e; —e; —es+ ei); 


1 
—(—e;—e:—e3—ei), 


EE 

+ + (es +e>—es—ei); 
+ 1 

+ 


où p est le numéro du vecteur & correspondant dans ces formules. 
Il s'avère alors que la proposition 1 de la leçon 14 (de même que 


la formule (17) de la même leçon) est valable pour l'algèbre 5€ (rela- 
tivement bien sür à la configuration F,). 
On peut prouver cette proposition en choisissant une base con- 


venable dans f; et en reproduisant pas à pas les calculs qui nous 
ont permis d'établir la proposition 1 et la formule (17) pour l'algèbre 


de Lie 4€. A noter que les calculs seront bien plus longs ici. Au pro- 
chain semestre nous développerons une théorie générale qui permettra 
de réduire ce travail, c’est pourquoi nous ajournons cette démonstra- 
tion. 

D'après ce qui précède, il n’est pas surprenant qu’une propo- 
sition analogue à la proposition 2 de la leçon 14 soit valable pour 
l'algèbre j© . Pour formuler cette proposition, il suffit de considérer 
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que dans les formules (23) de la leçon 14 les indices p et q varient 
entre 1 et 4, et de traiter les nr, comme les éléments de la matrice 
2 —1 0 O0 
—1 2 —2 O0 
O0 —1 2 —1 }° 
() O0 —1 2 


La démonstration de cette proposition repose sur les mêmes considé- 
rations, mais implique plus de travail. Le rôle des vecteurs f., e. 
sera tenu par les vecteurs 


1 
5 (e, —e;, —e;—ei), Cyr C3 — Cyr 2 — 3: 


Le détail des calculs est laissé au soin du lecteur. 
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Algèbres de Lie résolubles.— Radical d’une algèbre de Lie. 
— Algèbres de Lie abéliennes.— Centre d’une algèbre de Lie. 
— Algèbres de Lie nilpotentes.— Nilradical d’une algèbre 
de Lie.— Algèbres de Lie nilpotentes linéaires.— Théorème 
d’'Engel.— Critères de nilpotence.— Algèbres de Lie irré- 
ductibles linéaires.— Algèbres de Lie réductives.— Algè- 
bres de Lie résolubles linéaires.— Radical nilpotent d’une 
algèbre de Lie. 


Considérons maintenant la théorie générale des algèbres de Lie dans 
le but de prouver le théorème d'Ado et de combler ainsi la lacune 
laissée dans la démonstration du théorème de Cartan dans la le- 
çon 10. 

La démonsration du théorème d’Ado repose sur la théorie struc- 
turelle des algèbres de Lie qui est assez élaborée et qui présente un 
grand intérêt en soi. Malheureusement nous ne pourrons qu'effleurer 
cette théorie. 

Sauf mention expresse du contraire, dans toute la suite le corps 
de base *< est un corps arbitraire de caractéristique zéro. Toutes les 
algèbres de Lie sur < sont supposées de dimension finie. 


Soit g une algèbre de Lie sur *. Etant donnés deux sous-espa- 
ces a et b de g. on désignera par [a, b] le sous-espace engendré par 
les éléments [a. b], où a € a, b E b. Dans ces notations la propriété 
du sous-espace a d'être une sous-algèbre équivaut à l'inclusion 
[a, al a, et la propriété d’être un idéal, à l'inclusion [a, 94] € 
& a. Comme Îla, 6], el (6, c], a] + [lc, a], b] d’après l'iden- 
tité de Jacobi, on en déduit, en particulier, que si a et b sont des 
idéaux, il en est de même de {a, bl. 

Donc, les formules 


gM=g, g2=[g, 4], ..., g'=[fgt#"9, gÂ-0],….. 
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définissent dans l’algèbre de Lie g une suite décroissante d'idéaux 
g=90g25...9" = .…. 


A noter que gt#X!) — gtA+1-1), 
Certains auteurs désignent l'idéal 4“) par gt*-1). 


Définition {. On dit qu’une algèbre de Lie g est résoluble s'il 
existe un Æ >0 tel que gt*) — O. 
Soit nr — dim g. La suite décroissante de sous-espaces 


8—=BW 2812... >... 8h =0 


s'appelle drapeau si la dimension de chaque sous-espace est infé- 
rieure d'une unité à celle du précédent, c'est-à-dire si dim g; — 
= n — i pour tout à — 0, 1, ..., r. Un drapeau composé de sous- 
algèbres s'appelle drapeau de sous-algèbres. 


Proposition 1. Une algèbre de Lie g est résoluble si et seulement 
si elle contient un drapeau de sous-algèbres 


=>... >... 8n —=0 


dans lequel chaque sous-algèbre g;, i — 1, ..., n, est un idéal de 
la sous-algèbre précédente g;_, (satisfait la relation [9;:1, 91 € gi). 


Démonstration. Par hypothèse dim g;_, — dim g; + 1. 
Donc, tout élément de 8;-, est de la forme x + Ae,oùr Egg, AE K, 
et e un élément fixe. Comme 


[x + 2e, y + mel = [x, y] + À (x, e] — pu (y, e], 


et [r, y], [x, el, [y, e] € g; (car 9; est un idéal de 9;_.), il en résulte 
que [gi gi-1l € ge Donc, si gg € g;_1, alors gti+1) = [gti), 
a] € [g;_1, 1] € gi. Etant vraie pour i — 1, l’inclusion 4 & 
© gi l'est pour tout i = 1, ..., nr + 1. En particulier, g®+9 & 
€ 8n = 0, c'est-à-dire que g*) = O0. 


Réciproquement, s'il existe un k >0 tel que gt) = 0 (et 
g*-1) 0), alors dans la suite d'idéaux 
g = g(0) — gt D... .28%) = 0 


les inclusions sont toutes strictes, et, par conséquent, cette suite 
peut être incluse dans un drapeau 


8 = Go — 1 — -..— Sn = 0. 


Soit & — 0, 1, ..., n,et soit a le plus grand indice tel que 3, & a(°). 
Si g; 9%, alors g;_, & 4% et donc [gs,, gl € (gt), gt) — 
= gg; Si g; — 9%), alors gun g"-Ù et, par suite, 
[gr, gl € [gf-, gt] & gf) — g;. Donc, dans tous les cas, 
on à [gi-x, 81 € gs, d'où il s'ensuit que le drapeau considéré est 
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un drapeau de sous-algèbres (car [g;, gl © [9;,, gl © 9) dans 
lequel chaque sous-algèbre est un idéal de l’algèbre précédente. [3 

Les idéaux gt) se transforment visiblement en les idéaux {,*) 
par tout épimorphisme g—+h. De façon analogue, si bg, 
alors 4%) € g%) Ni. Donc, toute algèbre quotient et toute sous- 
algèbre d'une algèbre de Lie résoluble sont résolubles. Par ailleurs, il 
est aisé de voir qu'une algèbre g est résoluble si elle contient un idéal 
résoluble h tel que l'algèbre quotient g/b soit résoluble. En effet, si 
{g/b)*) — 0, alors g%) —H et, par suite, si #9 —0, alors 
g+i-1) — gÉX) = 0. CO 


La somme a + b de deux idéaux a et b est visiblement un idéal 
et, de plus. d’après le premier théorème des isomorphismes, l'algèbre 
quotient (2 + b}/b est isomorphe à l'algèbre quotient a/(a f) b) 
et donc est résoluble si l'idéal a l'est. Par conséquent, si l’idéal b 
est résoluble aussi, il en sera de même de l’idéal a + 6. Donc, {a 
somme «a -- b de deux idéaux résolubles est un idéal résoluble. C'est 
pourquoi dans toute algèbre de Lie g de dimension finie, il existe un 
plus grand idéal résoluble x qui contient tous les autres idéaux réso- 
lubles de g: cet idéal est la somme de tous les idéaux résolubles 
de 6. 


Définition 2. L'idéal tr s'appelle Le radical de l'algèbre de Lie g. 
Si rt = 0, l'algèbre g est dite semi-simple. 

À noter que tout homomorphisme g— h envoie le radical de 
l'algèbre g dans celui de l'algèbre tb. 

L'épimorphisme canonique g —+ g/t établit une correspondance 
biunivoque entre les idéaux a de l'algèbre g contenant l'idéal t, 
et les idéaux b de l’algèbre g/r, et de plus l'idéal b associé à l'idéal 
a est isomorphe à l'algèbre quotient a/r et, par suite, est résoluble 
si et seulement si l'idéal a l’est. Or, t étant le radical maximal de g, 
l'idéal a tr est résoluble si et seulement si a = rt. Ceci prouve que 
l'algèbre quotient a/r ne contient pas d’idéaux résolubles non nuls, 
c'est-à-dire qu'elle est semi-simple. 


Définition 3. On dit qu'une algèbre de Lie gest abélienne si 
92 — 0, c'est-à-dire si [x, y] — O quels que soient x, y Es. 

Si une algèbre de Lie g n’est pas semi-simple, c'est-à-dire si son 
radical t est non nul, et si k est le plus petit indice tel que rt“) = O, 
alors l'idéal a — tt*-1 (qui est visiblement un idéal dans g aussi) 
est non nul et abélien (fa, a] = [r%-1, «A-D] = 4) = 0). 
Réciproquement, si une algèbre de Lie g contient un idéal abélien 
a = 0 (donc résoluble), alors r 0 et, par suite, l'algèbre de Lie g 
n'est pas semi-simple. Donc, une algèbre de Lie g est semi-simple si 
et seulement si elle ne contient pas d'idéaux abéliens non nuls. 
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On appelle centre d'une algèbre de Lie g son annulateur au sens 
de la théorie générale des algèbres, c’est-à-dire le plus grand sous- 
espace 3 © g tel que [3, gl = 0. On vérifie immédiatement que le 
centre est un idéal. 

Une algèbre g est abélienne si et seulement si 3 = g. 

Le centre étant un idéal abélien, Le centre d'une algèbre semi-simple 
est nul. 


Outre les idéaux gt*), on peut considérer aussi les idéaux g”* 
définis par la formule récurrentielle 


# = [g, g"”1], (g' — 9). 
On remarquera que g° = g{2). 


Définition 4. , Une algèbre de Lie g est nilpotente s'il existe un 
k => 1 tel que g* = (0. 

* Comme g* — g(*), on voit, en particulier, que toute algèbre de 
Lie abélienne est nilpotente. 

Une récurrence sur i nous permet d'établir immédiatement que 
9) © g' pour tout i. Donc, toute algèbre de Lie nilpotente est réso- 
luble. 

Si g* = 0 et g“-! -£0, alors l'idéal non nul a — g“-! est tel que 
(2, g] = 0 et, par suite, appartient au centre ; de l'algèbre g. Donc, 
le centre ; d’une algèbre de Lie nilpotente est "non nul. 

A noter que le centre d’une algèbre de Lie résoluble peut très 
bien être nul. 


Proposition 2. Une algèbre de Lie g est nilpotente si et seulement 
s'il existe un drapeau de sous-algèbres 


8—=BH HD... >...28, =0, 


tel que pour tout i—1,...,n l'on ait l'inclusion [9, gi1l © 
(de sorte qu’en particulier toute sous-algèbre g;_, est un idéal de l'algè- 
bre g). 


Démonstration. (Comparer avec la démonstration de la 
proposition 1.) Sig ga, alors gitt = [g, 9] C [g, gd gg. 

mme g! = go, CeCi prouve par récurrence que g © gs pour tout 
i—=1,...,n. En particulier, g"*' «€ gr — 0 et, par suite, 
g” +1 — 0. 

. Réciproquement, s'il existe un À > 1 tel que g* — 0, alors 
(pourvu que g*-! 0) les inclusions sont toutes strictes dans la 
suite 

g=8 gg 2...—g*—0 
et, par conséquent, cette suite peut être incluse dans le drapeau de 
sous-espaces 

= 2H... 8, =0. 
20—01642 
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Si maintenant a est le plus grand indice pour lequel 9, € g°, 
alors g°* © g;4, et, par suite, 


[s, g1C 8, 9°]=9 "CC gui D 


On démontre comme pour les algèbres résolubles que toute sous- 
algèbre et toute algèbre quotient d'une algèbre nilpotente sont des algè- 
bres nilpotentes. Mais cette proposition n’est généralement pas valable 
pour les extensions. On peut tout au plus affirmer qu’une algèbre 
de Lie g est nilpotente s'il en est de même de son algèbre quotient 9/6 
par un idéal b contenu dans son centre 3. En effet, si (g/b)"“ = O, 
alors 9 cb« 3et, par suite, g"*! = [a. 4*] = [g, 3 =0. D 


Si a est un idéal d'une algèbre de Lie g, ses idéaux a“ sont de 
toute évidence des idéaux de q. De façon plus générale, étant don- 
nés deux idéaux «a et b, leurs sous-espaces 


Co = dos Ca = (Cor Das ce. Ci = (Ci-u db 


OÙ Dos Dis + + + Ds - - . SOnt des idéaux confondus chacun soit 
avec a, soit avec b, seront aussi des idéaux de l'algèbre g. Ceci étant, 
il est aisé de voir que pour tout k => 0, on a l'inclusion 


a a!, 


où l'est le nombre d'indices i < k tels que d; = a. En effet, pour 

— 0 cette inclusion est évidente (on convient que a = g), et 
si elle est vraie pour un certain k, alors Cx41 = [tr, dal € [a!, da] 
et, par suite, Ch+h1 © a! si D, = bet Chi © cl+l si Dr+y = 0. O0 

Par symétrie on a visiblement l'inclusion c, € b", où m est 
le nombre d'indices i < k pour lesquels d; = 5. Mais il est clair 
que, ou bien !, ou bien m est > p = {[k/2]. Donc, soit c, € «p, 
soit (1 © BP, c'est-à-dire que 


Cr a? U pb”. 


Par ailleurs, il est évident que l'idéal (a + b)* est somme des 
idéaux de la forme €, correspondant à toutes les suites d,, d,, . .. 
..., DR des idéaux «a et 6. Donc, cet idéal satisfait l'inclusion 


(a+ b}* € a” LB”. 


De là il s'ensuit, en particulier, que de même que pour les idéaux 
résolubles, la somme a + b des idéaux nilpotents a et b est un idéal 
nilpotent. Donc, dans toute algèbre de Lie g il existe un plus grand 
idéal nilpotent n, contenant tous les autres idéaux nilpotents de g. 
Cet idéal s'appelle Le nilradical de l'algèbre de Lie g. 

A noter que contrairement au cas du radical, l'algèbre quotient 
g/n d’une algèbre de Lie g par son nilradical n peut très bien avoir 
un nilradical non nul. 


ALGÈBRES DE LIE NILPOTENTES LINÉAIRES 307 


Pour les sous-algèbres de l’algèbre des commutateurs [+] d’une 
algèbre associative ; (généralement de dimension infinie) et, en 
particulier, pour les algèbres de Lie linéaires (les sous-algebres de 
l'algèbre des commutateurs [End 7 | des opérateurs linéaires définis 
sur un espace vectoriel 7 ), on peut exhiber une condition suffisante 
de nilpotence qui est très utile. 

On rappelle qu’un opérateur linéaire défini sur un espace vec- 
toriel #7” (ou, de manière plus générale, un élément d'une algèbre 
associative #) est nilpotent si l’une quelconque de ses puissances 
est nulle (cf. II, 15). De façon analogue, l'ensemble des opérateurs 
linéaires (ou des éléments d’une algèbre associative 4) est nilpotent 
s’il existe un k > 1 tel que le produit de À quelconques de ses élé- 
ments est nul. 

Nous appliquerons cette dernière notion aux sous-ensembles qui 
sont sous-espaces (et notamment sous-algèbres) de l'algèbre de Lie 
[4], donc, pour éviter toute confusion terminologique, on appellera 
les sous-espaces nilpotents en ce sens sous-espaces (sous-algèbres) 
associativement nilpotents (nilpotentes). Par ailleurs, conformément 
à la terminologie en usage en théorie des algèbres associatives, les 
sous-algèbres 9 & [.4] composées d'éléments nilpotents seront appe- 
lées nilsous-algèbres de Lie. I] est évident que toute sous-algèbre de 
Lie associativement nilpotente est une nilsous-algèbre. Fait remar- 
quable, la réciproque est vraie: 


Proposition 3. Toute nilsous-algèbre de Lie g de dimension finie 
est associativement nilpotente. 


Prouvons une proposition plus générale. 


Proposition 3* (théorème de Jacobson). Soient +4 une algèbre 
associative (éventuellement de dimension infinie) et @ son sous-espace 
de dimension finie engendré par un sous-ensemble g stable pour la com- 
mutation. Si les éléments a € g sont nilpotents, le sous-espace (@ est 
associativement nilpotent. 


Démonstration. Il est aisé de voir que g contient des 
sous-ensembles associativement nilpotents (par exemple, le sous- 
ensemble nul). L'ensemble G étant par hypothèse de rang fini, il 
contient des sous-ensembles 5 maximaux associativement nilpo- 
tents. Le sous-espace engendré par un sous-ensemble associativement 
nilpotent étant visiblement associativement nilpotent, il suffit de 
montrer que b = g. Supposons que b  g et montrons que ceci est 
absurde. 

Soit ®$ l'enveloppe linéaire d’un sous-ensemble ÿ maximal 
associativement nilpotent, et soit p un nombre tel que le produit 
de p éléments de © soit nul. Alors Le résultat de la commutation suc- 
cessive d'un élément a € g à 2p — 1 éléments quelconques de $ est nul. 
En effet, la commutation successive de a à des éléments b,,. 


20° 
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.» Dsp de Ÿ nous donne, après développement des crochets de 
Lie. une somme algébrique de produits de la forme bac, où b est le 
produit de quelques éléments b,, . .., b.,_, et c, le produit des autres 
éléments. Mais, il est clair que ou bien b, ou bien c contient pas moins 
de p facteurs b,, ..., b,_n,, donc ce produit est nul. Par conséquent, 
tous les éléments de la forme bac sont nuls, donc leur somme aussi. 

Il est évident maintenant que pour tout élément a € g il existe 
un nombre s => 0 tel que le résultat de la commutation successive de a 
à s éléments de b appartient à Ÿ. Ceci étant, s < 2p — 1. 

De là il s'ensuit que si b 9, alors il existe dans g un élément 
ao É b tel que La,, b] € P pour tout b € P. Pour le prouver il suffit 
de prendre un élément quelconque a € gb et de lui appliquer la 
proposition établie ci-dessus, en remarquant que si s est minimal, 
il existe dans b des éléments b,, ..., b,, tels que le résultat a, 
(appartenant à g) de la commutation successive de a à b,, ..., db, 
n'appartient pas à D, mais est tel que [a,, b]l € P pour tout b € b, 
donc et pour tout bE 

Appelons monôme un produit d'éléments égaux à a, ou apparte- 
nant! à ?. Soit r le nombre de facteurs de © d’un monôme a. Il 
s'avère que sir > p, alors a = 0. En effet, supposons que le monôme 
a contienne un facteur de la forme bas, où b € $. Comme [a,, bl € 
€ ?, en remplaçant ba, par ab — [as, b], on représente a par la 
somme de deux monômes avec le même r, le premier renfermant un 
facteur a, de moins, alors que dans le second ce facteur a, se dépla- 
cera d'un rang à gauche. En effectuant cette procédure le nombre 
de fois nécessaire, on mettra a sous la forme d'une somme de monô- 
mes dans lesquels soit les facteurs a, auront disparu, soit ils seront 
tous rassemblés à gauche. Mais chacun de ces monômes s'obtient 
en faisant le produit d’un élément de l'algèbre 4 par un élément 
qui est le produit de r > p éléments de ?, donc est nul. Par consé- 
quent, il en est de même de a. 

Comme a, € g, il existe par hypothèse une puissance 4, telle que 
ako — (0. Donc, le monôme a sera non nul si seulement il contient 
l'élément a, à des puissances <<X,. Ces puissances alternent avec les 
facteurs de # et pour cette raison sont en nombre inférieur à r. 
Comme, d’après ce qui précède, pour a 0 on a nécessairement 
r << p, le nombre total des facteurs de tout monôme a -£0 est 
inférieur à 

r—14 +r(ko — 1) << p —1 + p(ko — 1) = pko — 1. 


Ceci prouve que si les facteurs de a sont en nombre supérieur & pko, 


alors a—0. 
En particulier, cela signifie que le produit de pk, éléments quel- 


conques de l’ensemble D = {6, &} est nul, c'est-à-dire que cet 
ensemble est associativement nilpotent. Comme ceci contredit lé 
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fait que l'ensemble ÿ est maximal, la proposition 3* est entièrement 
prouvée. [] 


Corollaire 1. Toute nilsous-algèbre de Lie 3 [.+] de dimension 
finie est nilpotente. 


Démonstration. Chaque élément de l'idéal g* est une 
combinaison linéaire de crochets de Lie itérés de la forme 


[x;, [z,, CP [x 1, 2:] . .]}, TL; To; . . TR € g; 


et, par suite (en tant qu'élément de l'algèbre 4), est somme algé- 
brique de tous les produits possibles de la forme Lie. Tige Donc, 


si une algèbre de Lie g est associativement nilpotente, alors g* = 0 
pour k assez grand, c’est-à-dire que cette algèbre est nilpotente. 
Pour achever la démonstration, il nous reste donc à utiliser la pro- 
position 3 [] 


En général, cette condition suffisante de nilpotence de sous- 
algèbres d’algèbres de Lie de commutateurs (et, en particulier, 
d’algèbres de Lie linéaires) n’est pas nécessaire. Il est aisé de voir 
par exemple que l’ensemble de toutes les matrices de la forme ÀE + 
+ 4, où À = (a;;) est une matrice trigonale supérieure stricte (c’est- 
à-dire telle que a;; — 0 pour i< j), est sous-algèbre nilpotente de 
l’algèbre de Lie (R()I et la matrice ÀE + À n'est nilpotente que 
pour À = 0. 


Revenons maintenant aux algèbres de Lie (de dimension finie). 

Pour toute algèbre de Lie g est défini un homcmorphisme ad dans 
l'algèbre des commutateurs de l'algèbre des opérateurs linéaires 
g —+ g (cf. leçon 3). Par définition, pour tout élément a € g, l’opéra- 
teur linéaire ad a: g — ç envoie z € g dans [a, x]. Donc, en parti- 
culier, tout crochet de Lie itéré {zx,, [x,, ..., [rx 2x]. . .]] 
n'est autre que l'image de l'élément x, par l'opérateur linéaire 
ad z;, oadz,c...cadz;.,. Cela signifie qu'une algèbre de Lie g 
est nilpotente si et seulement si l'algèbre de Lie linéaire ad g est asso- 
ciativement nilpotente. En vertu de la proposition 3, on a ainsi prouvé 


le 


Corollaire 2. Une algèbre de Lie g est nilpotente si et seulement 
si l'opérateur ad a est nilpotent pour tout élément a € 9. 


Ce corollaire est connu sous le ncm de théorème d'Engel. Du reste, 
on désigne très souvent le corollaire 1 et même la proposition 3 par 
le théorème d'Engel. 


Les critères de nilpotence d'un opérateur linéaire revêtent une 
signification particulière avec le théorème d’Engel. On se propose 
d'en démontrer deux qui sont élémentaires. 
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On rappelle que la frace d'un opérateur linéaire À défini sur un 
espace vectoriel 7 ‘ est la somme des éléments diagonaux de sa ma- 
trice dans une base quelconque de 7‘. La trace est définie intrinsè- 
quement (ne dépend pas de la base) et se note Tr À. 


Propriétés de la trace. 

1° Le nombre Tr À dépend linéairement de l'opérateur À (est 
une fonctionnelle linéaire sur l'espace End 7° des opérateurs li- 
néaires 7 — 7"). 

2° Quels que soient les opérateurs À et B,on a 


Tr AB = Tr PA. 


3° La trace est égale à la somme des valeurs propres de l’opéra- 
teur À (répélées un nombre de fois égal à leur multiplicité) : 


TrA=À +...+À. 


La propriété 1° est évidente. La propriété 2° se démontre par 
un calcul direct. Pour établir la propriété 3, le plus simple est de 
considérer la forme normale de Jordan de l'opérateur À. (A noter 
que dans la propriété 3° on passe à la clôture algébrique du corps *“, 
c'est-à-dire si K — R, au corps ©, mais la trace de l’opérateur ne 
change pas si l’on élargit le corps de base, puisque la matrice ne 
change pas.) 

Comme les valeurs propres d'un opérateur nilpotent sont nulles 
(cf. II, 15), la propriété 3° entraîne, en particulier, que la trace de 
tout opérateur nilpotent est nulle. 

Cette condition nécessaire de nilpotence n'est évidemment pas 
suffisante. Cependant, comme toute puissance d’un opérateur nil- 
potent est aussi un opérateur nilpotent, il s'ensuit que si À est un 
opérateur nilpotent, alors Tr A* — O0 pour tout k. 

Il s’avère que cette condition est nécessaire et suffisante, c'est- 
à-dire que si Tr A* — 0 pour tout k, alors l'opérateur À est nilpotent. 
En effet, étant donné que les valeurs propres de l'opérateur A“ sont 
les puissances À*. . .., A4 des valeurs propres de À, la trace Tr A* 
de 4“ vérifie la formule 


Tr A = +... + 


qui exprime que Tr A“ est la somme des puissances k-ièmes des 
valeurs propres du polynôme caractéristique de À. Mais, de la théo- 
rie des polynômes symétriques on sait que les coefficients de tout 
polynôme s'expriment polynomialement en fonction de la somme des 
puissances de ses racines (formules de Waring) et sont nuls si toutes 
ces sommes le sont. En appliquant ceci au polynôme caractéristique 
fa(R) de l'opérateur À, on trouve que si Tr 4A* — 0 pour tout k, 
alors fA,(A) = À". Donc, 4" = 0 en vertu du théorème de Cayley- 
Hamilton (cf. 11, 16). QO 
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Une autre condition suffisante plus spéciale de nilpotence se 
rapporte aux opérateurs de la forme 


(1) A=[{B.Cl+...+[8, C| 


qui sont des sommes de crochets de Lie. Il s'avère que si un opérateur 
À de la forme (1) est permutable à tout opérateur B;,, ..., B, (c'est- 
à-dire que (A, B,] = 0. ..., [A, B,] = 0), alors cet opérateur est 
nilpotent. En effet, pour tout 4 l'opérateur A“ est la somme des cro- 
chets de Lie 


AM = AX-1([B,, C;] +...+1B,, C1) = 
= ABC, — CB, +... + B,C, — C.B,) — 
= (B,4%-1C, — AK-1C,B,) +... + (B,A*-1C, — Ak-1C.B,) = 
— [B,, A*-1C] +...+1[B,, A*1C,], 


donc Tr A“ — 0 (cf. propriétés 1 et 2 de la trace). Donc, l’opéra- 
teur À est nilpotent. [] 


De ce critère il résulte que l'intersection 3 (4° du centre d’une 
algèbre de Lie linéaire g et de l'idéal 9° se compose d'opérateurs nil- 
potents. En effet, tout opérateur À de g° est de la forme (1), où 
B;, Ci, ..., B,, C;,Eg et si AE3, alors 14, B,] = 0, 

..., 14, Bj =0. © 

On démontre de façon analogue que pour tout idéal abélien a 
d’une algèbre de Lie linéaire g, l'idéal [a, 9] se compose d'opérateurs 
nilpotents. 


On obtient des résultats plus précis si l’on admet que l'algèbre 
de Lie linéaire g est irréductible, c'est-à-dire qu'il n’existe pas dans 
3” de sous-espaces non triviaux invariants par les opérateurs de 9. 

Pour tout sous-ensemble a d’une algèbre de Lie linéaire q opé- 
rant dans un espace 7’, on désignera par aŸ° l'enveloppe linéaire 
des vecteurs de la forme Az, où A €Eaet x €. 

Il est immédiat de voir que si a est un idéal, le sous-espace af” 
est invariant par les opérateurs de g. En effet, si À Ea, BEget 
zE 7", alors 

B(Azx) = I[B, Az + A(Bxr) € af), 


car [B, AJEa. 0 


Il s'ensuit de là que si une algèbre de Lie linéaire g est irréductible, 
alors chacun de ses idéaux a non nuls contient un opérateur nilpotent. 
En effet, si les opérateurs de a sont tous nilpotents, c'est-à-dire si 
a est une algèbre nilpotente, alors la proposition 3 nous dit que 
l'idéal : est associativement nilpotent. Soit m le plus petit nombre 
tel que le produit de m éléments quelconques de a soit nul. Alors, 


312 LEÇON 17 


dans la série de sous-espaces 
Pi=aÿ, Po =0Py ...) T'm1 = CP m2 PP m = 0 m1 


le sous-espace SP, est nul et ?, 1 == 0. Ceci étant, en vertu de 
l’assertion précédente (appliquée m — 1 fois), le sous-espace ?,; 
est invariant par tous les opérateurs de 9. Donc, ?,, = 7' en 
vertu de l’irréductibilité et, par suite, ? = 27° = a? = Pm = 
= 0, ce qui n’est possible que pour a = 0. 

En appliquant cette assertion à l'idéal 3 f) 9°, on déduit aussitôt 
que pour toute algèbre de Lie irréductible linéaire g on a 


3N9g—=0. 


On voit par ailleurs que tout idéal abélien a d'une algèbre de 
Lie g irréductible linéaire est contenu dans le centre 3 de g. En effet, 
l'idéal [a, 9] est nul, car ne contenant que des opérateurs nilpo- 
tents. Or l'égalité [a, g] = 0 signifie très exactement que = j. [ 


Définition 5. On dit qu'une algèbre de Lie g est réductive si ses 
idéaux abéliens appartiennent à son centre 3 et 3 1 4° = 0. 

Nous avons ainsi montré que foute algèbre irréductible linéaire 
est réductive. 


Soit g une algèbre de Lie réductive. Comme 3f)g° = 0, on 
peut élargir 9° à un sous-espace m, tel que g = 3 ® m. De plus, 
le sous-espace m est un idéal, car [9, ml [8, gl] © m. Par ailleurs, 
il est immédiat de voir que tout idéal a de m est idéal dans g (puis- 
que g — 3+m, alors ([g, al Ig, al + [m, a] = [m, aj € a). 
Donc, si l'idéal a € m est abélien, alors a € 3 et. par suite, a = (0. 
Donc, l'idéal m ne possède pas d'idéaux abéliens non nuls et de ce 
fait est semi-simple. 

Réciproquement, si l'algèbre de Lie g est de la forme à; © m. 
où m est un idéal semi-simple, alors 99 = m met 3f1g9* = 0. 
Par ailleurs, l'épimorphisme canonique g — g/3 envoie tout ideal 
abélien a de l’algèbre g dans un idéal abélien de l'algèbre semi- 
simple g/3 = m, c'est-à-dire dans 0. Donc, a = 3 et, par suite, 
l'algèbre de Lie g est réductive. 

Ce qui prouve qu'une algèbre de Lie g est réductive si et seulement 
si elle est somme dirècte de son centre et d'un idéal semi-simple m: 


g = ÿ ® m. 


(A noter qu'en fait m — 9°. En effet, de g = 3 ® m il résulte 
que 9? — m°, et, comme nous le prouverons dans la leçon suivante, 
pour toute algèbre de Lie semi-simple m, on a m° = m.) 

Il est immédiat de voir maintenant que le radical t d’une algèbre 
de Lie g réductive est confondu avec son centre 3. En effet, le radical t 
se transforme en 0 par l'épimorphisme canonique 8 — g/3 (car l’algè- 
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bre g/3 est isomorphe à l'idéal m, donc est semi-simple). Par consé- 
quent, Te jetr = 3. (0 

Donc, une algèbre de Lie réductive est résoluble si et seulement si 
elle est abélienne. 

En particulier donc, toute algèbre de Lie résoluble irréductible 
linéaire est abélienne. 


Pour appliquer cette assertion à des algèbres pas nécessairement 
irréductibles, nous prouverons préalablement un lemme général 
d’algèbre linéaire relatif à un opérateur linéaire À agissant sur un 
espace vectoriel 7° et laissant invariant un sous-espace $ de 7. 
On sait qu'un tel opérateur induit un opérateur À4,: $ —+ # et un 


opérateur À,: 7 1P —> F1. 


Lemme 1. Si les opérateurs À, et À, sont nilpotents, il en est de 
même de À. 


Démonstration. Soient Aki —0Q et Ak: = 0. Alors 
Ak2 envoie 7° dans # et Ah, ® en 0. Donc AM +k2 — Ak1A ka 
envoie 7° en OÜ, c'est-à-dire que Aki+tk:—0. O 


Il est immédiat de voir maintenant que si g est une algèbre de 
Lie résoluble linéaire et A un opérateur nilpotent de g, alors quel que: 
soit l'opérateur B de g l'opérateur AB est nilpotent. En effet, raison- 
nons par récurrence sur la dimension n de l'espace vectoriel 7° dans 
lequel opère l’algèbre de Lie g, en tenant compte du fait que cette 
assertion est triviale pour r7 — 1. Si 7° ne contient pas de sous- 
espaces non triviaux invariants par les opérateurs de g. c’est-à-dire 
si l'algèbre g est irréductible, alors elle est abélienne d'après ce 
qui a été démontré ci-dessus et, par suite, AB — BA. Donc, (AB)* — 
— A*B* pour tout k > 0 et, par suite, (4B)* = 0 lorsque A* = 0. 
Si dans 7° il existe un sous-espace invariant non trivial ®, alors. 
en considérant les restrictions des opérateurs de g à ®. on obtient 
dans ® une algèbre d'opérateurs qui est homomorphe à g et donc 
est résoluble. Donc, d’après l’hypothèse de récurrence, la restriction 
de l'opérateur 4 B à ® est nilpotente. De façon analogue, en passant. 
à l’espace quotient 77/®, on trouve que l'opérateur AB induit un 
opérateur nilpotent sur ce sous-espace. Donc il est lui-même nil- 
potent d'après le lemme 1. [: 


A noter qu'en général AB 6 g. 


On démontre de façon analogue que pour toute algèbre de Lie 
linéaire g de radical v, l'idéal [g, x] se compose d'opérateurs nilpo- 
tents. En effet, si l’algèbre g est irréductible, on sait que t = 3, 
et, par suite, [q, x] = 0. Donc, dans ce cas cette assertion est auto- 
matiquement vraie. Dans le cas général, nous procéderons encore 
par récurrence sur dim 7”. Soit # le sous-espace de 7° invariant 
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par les opérateurs de 9. En considérant alors les restrictions des opé- 
rateurs de g à Ÿ, on obtient dans ® une algèbre d'opérateurs g° 
isomorphe à l'algèbre quotient de g par un idéal (composé d’opéra- 
teurs nuls sur #). D'après l'hypothèse de récurrence, l'idéal [g’, v’}, 
où rest le radical de g’, se compose d’opérateurs nilpotents. Comme 
l'épimorphisme g —+ g’ envoie l'idéal {4, rl dans [g’, r’}, ceci prouve 
que tout opérateur À de [g, rx] induit dans $ un opérateur nil- 
potent. On démontre de façon analogue que l'opérateur À induit 
un opérateur nilpotent également dans l’espace quotient 7 /#. 
Donc, l’opérateur À est nilpotent en vertu du lemme 1. [ 


De là on déduit, en vertu du théorème d'Engel, que pour toute 
algèbre de Lie linéaire g, l'idéal [g, rl est nulpotent. Du reste, il 
est aisé de voir que cette assertion est valable pour des algèbres de 
Lie arbitraires. 


Proposition 4. L'idéal [q, r] de toute algèbre de Lie g est nilpotent. 


Démonstration. Soit g —= ad g. et soit t le radical 
de l'algèbre de Lie g’. D’après ce qui précède, [g’, t’l est nilpotent. 
Par ailleurs, l’homomorphisme ad: g — g’ transforme l'idéal [9, rl 
justement en l'idéal {[q4’, r’] et le noyau de cet homomorphisme est 
le centre de l'algèbre g. Donc, l'algèbre quotient de l'idéal [g, t] 
par un idéal du centre est une algèbre nilpotente. Donc, l'idéal 
fg, rl est lui-même nilpotent. O 


Corollaire. Une algèbre de Lie g est résoluble si et seulement si 
l'idéal g° est nilpotent. 


Démonstration. Si l'algèbre g est résoluble, c'est-à- 
dire si g—rt, alors l'idéal g° = [g, gl = [g, rl est nilpotent. 
Réciproquement, si l'idéal g° est nilpotent (et, par suite, résoluble), 
l'algèbre g est résoluble, puisque l'algèbre quotient g/g* est abé- 
lienne. [] 

L'idéal [g, rl s'appelle généralement radical nilpotent de l'algèbre 


de Lie g. Il est contenu dans le nilradical n et en général il est dis- 
tinct de n. 
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Fonctionnelle de trace.— Fonctionnelle de Killing.— Fonc- 
tionnelle de trace d’une représentation. — Décomposition 
de Jordan d'un opérateur linéaire. — Décomposition de 
Jordan d’un opérateur adjoint.— Théorème de Cartan sur 
les algèbres de Lie linéaires.— Démonstration du critère 
de Cartan de résolubilité d’une algèbre de Lie. — Algèbres 
de Lie linéaires à fonctionnelle de trace non dégénérée.— 
Algèbres de Lie semi-simples.— Critère de Cartan de semi- 
simplicité. — Opérateurs de Casimir. 


Poursuivons l'étude des algèbres de Lie linéaires commencée dans 
la leçon précédente. 
Des propriétés de la trace il s'ensuit immédiatement que la for- 
mule 
t(4, B) = Tr 4B 


définit sur toute algèbre de Lie linéaire g une fonctionnelle £ symé- 
trique bilinéaire. Cette fonctionnelle sera appelée fonctionnelle de 
trace de l'algèbre de Lie g. 

On dit qu'une fonctionnelle bilinéaire s sur une algèbre de Lie g 
est invariante (point n'est besoin d'expliquer ici l’origine de cette 
dénomination) si 


s([r, y], z) — s(x, [y, z|) 


quels que soient x, y, : E g, c’est-à-dire si tous les opérateurs li- 
uéaires ad y. y € g, sont antisymétriques relativement à s. 

Etant donné que quels que soient les opérateurs À, B et C, la 
trace de l’opérateur [4. BIC = ABC — BAC est égale à celle de 
l'opérateur A[B, C] = ABC — ACB, la fonctionnelle de trace de 
toute algèbre de Lie linéaire g est invariante. 

Soit r le radical d'une algèbre de Lie linéaire g, et soient A,BE€3g 
et CE r. L'opérateur [B, C] est nilpotent, puisque [B, CIE Ig, xl. 
Comme t est un idéal, le sous-espace a de g engendré par t et À 
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est tel que fa, al & tr. Donc, a est une sous-algèbre de g qui, de 
plus, est résoluble. Comme À € a,[B, ClEfg, lt a, l'algèbre 
de Lie a est résoluble et l'opérateur [B, C] nilpotent, on déduit 
que l'opérateur AÎB, C] est nilpotent aussi. Donc, sa trace est 
nulle: { (4, [B, C]) = 0. Mais 1 (14, B], C) = 0 à cause de l’in- 
variance. Ceci prouve que dans toute algèbre de Lie linéaire g, les 
idéaux g° et 1 sont orthogonaux relativement à la fonctionnelle de trace t. 
Dans une écriture conventionnelle, mais suggestive 


t(9°, 1) =0. 


Pour g = tr on en déduit, en particulier, que dans une algèbre de 
Lie g résoluble linéaire on a 


t (g°, g) — 0, 


c’est-à-dire que l'idéal g° est orthogonal à l'algèbre g tout entière 
relativement à la fonctionnelle de trace t. 


Pour établir des résultats identiques pour une algèbre de Lie g 
quelconque (généralement pas linéaire), nous passons à l'algèbre 
de Lie linéaire 4” — ad g. Transportons la fonctionnelle t définie sur 
cette algèbre linéaire dans l'algèbre de Lie g par l’homomorphisme 
ad. En d’autres termes, définissons sur g une fonctionnelle symétri- 
que bilinéaire £4 par la formule 


tr y) = t(ad x, ad y) = Tr(ad x ad y). 


Définition 1. La fonctionnelle £{, s'appelle fonctionnelle de Killing 


de l'algèbre de Lie g. 

Comme ad est un homomorphisme d'algèbres de Lie, la fonction- 
nelle de Killing est invariante. 

La fonctionnelle de Killing se calcule sans peine pour toute 
algèbre de Lie bien définie. 


Exemple 1. Trouver la fonctionnelle de Killing de l'algèbre 
de Lie gl(rz) des matrices d'ordre n. Une base de cette algèbre est 
composée des matrices unités Æ;;. 

Comme E;;E,p = ô;, Ep alors 


8 


(1) [X, Ep] = À (ZioE ip — TpiE oi), Œ, p— 1, cr 71; 


pour toute matrice X— Y æE1, de gl(n), de sorte que 
i,7=1 
n 
(ad À) Es = 2 (Cia 18— ZhiE at) 


dans l'algèbre gi (n). 
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Donc, 


{ad X o ad Ÿ) Ecg —= a (ZioYyiE 58 + Zpiÿs3E as) — 


n 
Le , 
— LiaYps3 TT ) E; 
ERA aY8 T TBJYia) Ligs 


et, par suite, 
n 


Tr(adXoadY)=n D (ryÿn+Zngrs) —2 D Zuyyy= 
L j=1 £o /=1 
—=2nTr(XY)—-2TrX.Try. 


Ceci prouve que la fonctionnelle de Killing de l'algèbre de Lie gi(n) 
s'exprime au moyen de la formule 
tot(n)À* Y) = 2n Tr(XY) —2Tr X-Tr y, 
ou 
— 9 _ . 
toi(n)(À Y) nt(X, Y) — 2t4(X, E)-t(Y, E). 


Signalons que cette fonctionnelle est dégénérée, c’est-à-dire que 
gi(n): =£ 0. En effet, il est clair que pour toute matrice scalaire 
aËE, on a l'identité tot(r}À* aE) =0, X E gi(n), qui exprime 
que aE E gl(n)t. 

Exemple 2. Une base de l'algèbre de Lie 3i(7) des matrices 
d'ordre n de trace nulle, est formée des matrices 


mp Si iÆ j, 

Eu—Enn Si i= ÿ, 
n 

où i, j—=1, ..., net (i,j)(n,n). Une matrice X= à. CITAT 
= 


de 3i(n) s'exprime dans cette base par la formule 


n 


4, J=1 
(i, j)#(n, n) 
D'après la relation (1), on en déduit immédiatement que 


n 
à (Zia EP — Tps si ap, 


( 
(ad À) al 5 LS (0) 

| à (Ze EN — Tai Ec i)— 5 (Zin Er —zmES ) 

| ia 


si a —=$. 
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En effectuant les calculs nécessaires, on obtient pour la fonction- 
nelle de Killing de l'algèbre de Lie æet(r) la formule 


tst(r)À ; Y) = 2n Tr(XY) = 2nt(X, Y). 


Donc, pour l'algèbre de Lie g8i(n), la fonctionnelle de Killing tal(n) 
et la fonctionnelle t ne diffèrent que d'un facteur multiplicatif. 

IL est aisé de voir maintenant qu’à la différence du cas précé- 
dent, la fonctionnelle {3l(n) est pas dégénérée, c'est-à-dire que 
al(n)t = 0. En effet, si Tr(XŸY) = 0 pour toute matrice Y € ai(n), 
alors,‘*n particulier, x;; = Tr(XE,;) = 0 pour i jet x;; — zyn = 
= Tr(X(E 1 — Eyn)) = 0 pour tout i. Donc, la matrice X est de 
la forme aË et, par suite, est nulle puisque Tr X = 0. 


Exemple 3. Une base de l'algèbre de Lie 3o(7) des matrices 
antisymétriques d'ordre n est composée des matrices 


E;j—E - . 
Ei.n= ZA, i<j, 
et de plus, toujours en vertu de la formule (1), pour toute matrice 
n 


X = Ÿ, zyEi; de 8o(n), on a la formule 


i.jJ=i 
n 
(ad À) Eta, 8) = 2 (TiaEti, 8) — ZsiËta, 1})- 


Pour la fonctionnelle t3,(,) on en déduit la formule 

t30(n) À Y) = (n —1) Tr(XY) = (2 — 1) &(X, Y). 
Donc, pour l'algèbre de Lie go(n), Les fonctionnelles ton) © t diffè- 
rent aussi d'un facteur multiplicatif. 


Comme zx; = Tr(XEri, 5) pour toute matrice X — © z:5Ei 


i,3=1 
de 3o(n), il s'ensuit, en particulier, comme dans le cas précédent, 
que la fonctionnelle tao(n) n'est pas dégénérée. 


La construction de la fonctionnelle de Killing peut étre large- 
ment généralisée. 


Définition 2. On appelle représentation p d'une algèbre de Lie g 
dans un espace vectoriel 7° (dit espace de représentation de p) tout 
homomorphisme p: g— [End 7 ] de l'algèbre g dans l'algèbre 
de Lie [End 7 ] des opérateurs linéaires sur 7. 

A noter que la donnée d'une représentation p d'une algèbre de 
Lie g définit sur l’espace 7° de cette représentation une structure de 
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module (cf. leçon 5) sur l'algèbre de Lie g (au moyen de la formule 
zv = px}, où xEg, vEj)et réciproquement, tout module sur 
g est l’espace d’une représentation p telle que p(z)v = xt, x E€g, 
v € 7. Donc, les notions de module sur l’algèbre de Lie g et de repré- 
sentation de l'algèbre de Lie g sont identiques. La coexistence de ces 
deux notions relève de la routine. 

Comme exemple de représentation citons l’homomorphisme ad. 
Cette représentation est dite adjointe. 

Toute représentation p définit grâce à la formule 


tx. y) = t(p(z), p(y)) = Tr(p(z)p(y)) 


une fonctionnelle bilinéaire symétrique invariante sur g appelée 
fonctionnelle de trace de la représentation p. 

Ainsi, la fonctionnelle de Killing n'est autre que la fonctionnelle 
de trace de la représentation adjointe 


to — lad- 


La fonctionnelle de trace d une algèbre de Lie linéaire sera dans 
cette terminologie fonctionnelle de trace de la représentation iden- 
tique 

€ = id. 


Proposition 1. Dans toute algèbre de Lie g, les idéaux 9° et x sont 
orthogonaux relativement à la fonctionnelle de trace de toute repré- 
sentation p. En particulier, ces idéaux sont orthogonaux relativement 
à la fonctionnelle de Killing. 


Démonstration. Soient zx, yEget zE€r. Il nous faut 
prouver que f,({x. yl, z) — 0. Mais par définition 


t(lx, yl, 3) = t (plz, yl, pz) = t(lpx, pyl, p2) 


et, par suite, £ (1x, y}, z) = 0, puisque [pzx, pyl appartient à l’idéal 
(ps) de l'algèbre de Lie linéaire pg et pz est son radical. O 


Corollaire 1. L'idéal q° d'une algèbre de Lie résoluble g est ortho- 
gonal (relativement à la fonctionnelle de Killing) à l'algèbre g tout 
entière : 

to(8" 8g)=0. 0 


I1 se trouve que cette condition nécessaire de résolubilité est 
suffisante aussi. 


Proposition 2 (critère de Cartan de résolubilité). Une algèbre 
de Lie g est résoluble si et seulement si t,(9°, 8) = 0. 


La démonstration de cette proposition utilise de nombreux faits 
d’algèbre linéaire par l’exposé desquels nous commençons. 

Pour simplifier, on admettra provisoirement que le corps * est 
algébriquement clos (disons est le corps € des complexes). 
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Soit À un opérateur linéaire sur un espace vectoriel 7” de dimen- 
sion finie. Réduisons cet opérateur à la forme normale de Jordan 
(cf. II, 16), c'est-à-dire trouvons dans 7” une base dans laquelle la 
matrice de l’opérateur À est somme directe de blocs de Jordan de 
la forme 


à 1 O...0 
, O À 1...0 
0... 021 
0 ......... à 


En remplaçant dans chacun de ces blocs les unités par des zéros. on 
obtient un opérateur diagonalisable À, possédant les mêmes valeurs 
propres, donc le même polynôme caractéristique que l'opérateur À. 
L'opérateur 4, = À — À, s’obtient visiblement par substitution 
de zéros à toutes les racines À. Cet opérateur est nilpotent et commute 
à l’ opérateur A4 (donc, à l'opérateur À). Bien plus, il est immédiat 
de voir qu’il existe un polynôme p(T) tel que 4, = p(4) (p(T) est 
un polynôme quelconque tel que p(As) = À et pAA;) = O0 pour 
k = 1,..., n; — 1 pour chaque valeur propre À; de l'opérateur À, 

où 7, est la multiplicité de À;), et donc, un polynôme g(T) tel que 
Ah = q(A) (il suffit de poser q(T) = T — p(T)). Donc, tout opé- 
rateur commutant à l'opérateur À commutera aux opérateurs 4}; 
et 4,. 

Si maintenant À — À” + 4”, où 4” est un opérateur diagonali- 
sable, 4” un opérateur nilpotent, et si À” et À” commutent l'un 
à l’autre et donc, à l'opérateur À, alors ils commuteront aux opé- 
rateurs À, et À, et l’on aura la relation À’ — À; = 4, — A”. 
Mais il est aisé de voir que la différence de deux opérateurs diagona- 
lisables (resp. nilpotents) permutables sera un opérateur diagonali- 
sable (resp. nilpotent). Comme le seul opérateur diagonalisable à 
être nilpotent est l’opérateur nul, on en déduit que l'égalité A” — 
— A; = A, — A” n’est possible que si 4° = 4; et A” = 4,. 

Ceci prouve le lemme suivant: 


Lemme 1. Tout opérateur A défini sur un espace vectoriel 7° de 
dimension finie se représente d'une seule manière par la somme 


(2) A = A; + Ah 


d'opérateurs A, et A,, tels que 

1) l'opérateur À, est diagonalisable ; 

2) l'opérateur A, est nilpotent; 

3) les opérateurs A: et À, commutent l'un à l'autre et à l'opéra- 
teur A. 

Ceci étant, les opérateurs À, et A, sont des polynômes de l'opéra- 
teur À. [] 
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L'opérateur À, est appelé partie nilpotente de l'opérateur À, 
et l’opérateur À,;, partie diagonalisable de l'opérateur À. (N. Bour- 
baki appelle À; partie semi-simple de A.) La décomposition (2) 
est dite décomposition de Jordan de l'opérateur À. 


D'après les définitions générales, à tout opérateur linéaire 
A: 7° — 7° on peut associer un opérateur linéaire ad À défini sur l’es- 
pace vectoriel End 7° par la formule 


_. (ad 4A)X = AX — X4, X € End 7°. 
Lemme 2. On a les égalités 
(ad A); = ad 4,7, (ad À), = ad 4,. 


Démonstration. Soit e, ..., e, une base de l'espace Ÿ° 
dans laquelle la matrice de l’opérateur À, est diagonale. Ceci si- 
gnifie que 

À à — ME Test AnEnn; 


où Æ;; sont des opérateurs de base définis par la formule 
e; Si k=)j, 


Eyes =| 0 sikæ)j 


(ces opérateurs forment une base dans l’espace vectoriel End 7° 


et leurs matrices dans la base e,, . .., e, sont les matrices unités 
E;;). Comme 


Er pour j="4, 


E;;E ab = 0 . pour ja, 


on a 
(ad A4)Ei5 = (hi — À)Eis. 


Ceci signifie que la matrice de l'opérateur ad À, est diagonale (ses 
éléments diagonaux étant À; — À;) dans la base {E;;}. Donc, l’opé- 
rateur ad À; est diagonalisable. 

Par ailleurs, il est clair que pour tout k > 0 et tout X € End 7, 

l'opérateur (ad 4,)*X est somme des opérateurs +AiXAi, où 
i+j=k. Donc, si 4” = 0, alors (ad 4,)°"-1 = 0, c'est-à-dire 
que l'opérateur adA, est nilpotent. 
Enfin, étant donné que ad est un homomorphisme d'algèbres 
de Lie, on a [ad A3, ad 4,1 = ad(A,, A,]=0 et ad Au + 
+ ad 4, = ad(Au + À4,) — ad A, c 'est-à-dire que les opérateurs 
ad A, et ad À, commutent et leur somme est égale à l’opérateur 
ad À. 

Donc, les opérateurs ad 4; et ad À, possèdent relativement 
à l'opérateur ad À les mêmes propriétés caractéristiques 1), 2) et 3) 
du lemme 1. Donc. ad A, — (ad A), et ad À, — (ad 4),. DO 
21—01642 
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Coroilaire. Les opérateurs ad À, et ad À, sont des polynômes de 
l'opérateur ad À. D 

Nous pouvons démontrer maintenant notre proposition maîtresse 
sur les algèbres de Lie linéaires. 


Proposition 3 (critère de Cartan). Si la fonctionnelle de trace d’une 
algebre de Lie linéaire g “est identiquement nulle, cette algèbre est 
résoluble. 


Démonstration. Soit À un opérateur de g*°, et soient 
À,, À, ses valeurs propres répétées un nombre de fois égal à leur 
multiplicité. La proposition 3 résulte immédiatement du lemme 
suivant : 


Lemme. Pour toute application additive PB: K— K (c'est-à-dire 
telle que Ba + b) = Pa + Pb) on a la relation 


BG) + +. + B(An)n = 0. 


En effet, le corps *< est un espace vectoriel (de dimension infi- 
nie) sur le corps © des nombres rationnels. Choisissons une base 
{u;, iE I} du corps *< sur Q (l’ensemble J est infini, mais cela 
n'est pas une entrave) et désignons par f;(u) la i-ième coordonnée 
d'un élément u € *< dans cette base. Comme Q € *, nous pouvons 
traiter f;: u — fB; (4) comme une application (v isiblement additive) 
de *< dans “<. Donc, d’après le lemme, on a la relation 


BiQa)la + © + + + Biln)An = 0. 
En passant à la i-ième coordonnée dans cette égalité, on obtient 


Bi) +... + Bi) = 0, 
c’est-à-dire (puisque les nombres B;(À,), . . ., B;(À,) sont tous ra- 


tionnels) que 
© Bi) = 0, ..., Bi) = 0. 


L'indice à étant arbitraire, ceci n'est possible que si À, = 0, .. 
ss Àn = 0, c'est-à-dire si À, = 0. Donc, l'opérateur À = À, 
est nilpotent. 

Ceci proute que l'idéal 4° est une nilalgèbre de Lie. Donc, l’algè- 
bre de Lie g est résoluble, puisque l'idéal g° est nilpotent d'après 
le théorème d’Engel. [ 


Pour achever la démonstration de la proposition 3, il reste donc 
à prouver le lemme. 
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Démonstration du lemme. Comme plus haut. on 
peut, sans restreindre la généralité, admettre que 
À, — AE + . + + AnE nn: 
Considérons l'opérateur 


D = fP(M)En + +. + B(An)Enn. 


Si p(T) est un polynôme tel que p(As) = B(A:) pour tout à, 
alors D = p(Aa) et, par suite, D — p(q(4)), où qg(T) est un poly- 
nôme tel que g(4) = A. Donc, l'opérateur D commute à l'’opé- 
rateur À et, par suite, à A4, (et à A;). Mais alors (DA,)* — DÂAR 
pour tout # > 0 et, donc, l'opérateur DA, est nilpotent. Par con- 
séquent, sa trace est nulle: 


TrDA, =0 
et donc, 


BA) +... + Ba)An = Tr DA = Tr DA. 


Il nous faut donc prouver simplement que Tr DA = 0. 
Comme À € g°, il existe dans l'algèbre g des opérateurs B;, . 
.. B,, C,, .... C, tels que 


À =1[(B,, C]+...+18.,cC,], 
donc, 
Tr DA = TrD [B,, Cl +...+ TrDIB,, C.] = 
= Tr{D, B,lC,; + . + TriD, B,]C,. 
Mais 
(ad D)E;; = (BG) — BG )))E is 
et, par suite, ad D = g(ad-A;), où g(T) est un polynôme tel que 


Es — À) = B(A:) — B(À;) pour. tous à et j (un tel polynôme existe, 
puisque pour À; — À; = À, —À;, on a 


BG) — BA) = BG — À) = Bla — À) = Be) — B(A)). 


Comme ad À, est, on le sait, un polynôme de ad À, ceci prouve qu’il 
existe un polynôme f(T) tel que ad D = f(ad À). Comme 4, B,E€ 
€ g, il vient [A, B;l € g, c'est-à-dire que (ad A)B,€ 9. Donc, 
(ad A)"B; Eg pour tout m0 et, par suite, (ad D)B, — 
— f (ad À) B; € g, c'est-à-dire que [D, B;] € g: Donc, par hypothèse 


TrlD, BilC: = t([D, B;], Ci) = 0 
pour tout i = 4, ..., set donc, TrDA =0. ( 


21* 
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A noter que la proposition 3 est valable pour toute algèbre de Lie 
sur un corps K quelconque de caractéristique OÀ (et pas uniquement 
sur des corps algébriquement clos). En effet, en passant du corps K 


à sa clôture algébrique %, l'hypothèse de la proposition reste en 
vigueur et sa conclusion est valable sur K (une algèbre de Lie sur *X 


est résoluble si elle l'est en tant qu’algèbre sur K). ( 


Corollaire 1. Le radical t d'une algèbre de Lie g est un annulateur 
de l'idéal 9° relativement à la fonctionnelle de Killing: 


t= (8°). 

Démonstration. Nous savons déjà que f,(g°, tr) — 0, 
c'est-à-dire que t € (g*)!. Par ailleurs, l’image 3 de l'idéal (9°): 
dans l'algèbre adjointe ad g est telle que la fonctionnelle £ est 
nulle sur 8°. Donc, l'idéal 3° est résoluble, et. par suite, il en est de 
même de l'idéal (g*)1. Donc, (9): t. O 


Corollaire 2. L'algèbre de Lie g est résoluble si 


(3) to(g?, 9?) —0, 
ou, ce qui est équivalent, si 
(4) Tr(ad z)° = 0 


pour tout élément x € g*. 
Démonstration. D'après l'identité 


Tr(ad x + ad y)° = Tr(ad z)° + 2 Tr(ad z ad y) + Tr(ad y)°, 


la condition (4) est équivalente à l'égalité Tr(ad x ad y) = O0 pour 
tous éléments zx, y € g°, égalité qui exprime que la fonctionnelle de 
trace de l’algèbre de Lie linéaire ad g° est identiquement nulle. Ce 
qui équivaut, par définition, à la condition (3). Donc, si ces con- 
ditions sont remplies, l'algèbre ad g° est résoluble. Il en est alors 
de même de l'algèbre g, puisque g/3 = ad g et l'algèbre ad g/ad g°? 
est abélienne. ( 


La condition x € 94° est essentielle dans ce corollaire. 
Exemple 4. Considérons une algèbre de Lie g à trois dimensions 


admettant pour base e,, e., e,, et munie d’une multiplication définie 
par les formules | 


[e:, €) = 0, Îe,, e,] = ae, + be,, [e., esl = ce, + de;, 
où ad — bc 0 et a° + d + 2bc 0. Pour cette algèbre de Lie, 


L'idéal g° est l’enveloppe linéaire des éléments e, et e., donc est une 
algèbre de Lie abélienne. Donc, l'algèbre de Lie g est résoluble. 
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Par ailleurs, pour tout élément x = r,e, + z.e, + re, de cette 
algèbre, l'opérateur ad z admet (dans la base e,, e,, e,) la matrice 


—UXZ3 —Clz OX, T CT 
—bx;, —dr; br,+ dx, 
0 0 0 


et donc, l'opérateur (ad x)*, la matrice 
(a +bc)zxi (a+d)cexs —(a?+cb)z,z;—(a+d)crzs 
a + d)bzxi (bc+d?)xs —(atd)bz,zs—(bc+d) rt; 
\ 0 0 0 


dont la trace (a° + d* + 2bc)xi est nulle si seulement x, = 0 (c'est- 
a-dire pour zx € g°). 
Nous pouvons maintenant démontrer la proposition 2. 
Démonstration de la proposition 2. Il suffit 
de remarquer que si {,(9°, 8) — 0, alors a fortiorit (g*, 9°) = 0. O 


Considérons maintenant les algèbres de Lie linéaires dont la 
fonctionnelle de trace n’est pas dégénérée. 


Proposition 4. Une algèbre de Lie linéaire dont la fonctionnelle t 
n'est pas dégénérée est réductive. 


Démonstration. Comme ({(9*, tr) = 0 et que la fonc- 
tionnelle #£ est invariante, alors t(9, [g, vl) = t(9°, rt) = 0, 
d’où, à cause de la non-dégénérescence, il vient que [g, tr] = 0, 
c'est-à-dire que rt € 3. Donc, en particulier, tout idéal abélien de 
l'algèbre g est contenu dans 3. Par ailleurs, comme prouvé dans la 
leçon précédente, tout opérateur À de 3 f\g* est nilpotent. Donc, 
quel que soit B € 3, l'opérateur AB sera nilpotent (puisque AB = 
= BA) et, par suite, Tr AB = t(4, B) = 0. La fonctionnelle t 
étant non dégénérée, ceci n’est possible que si À — 0. Par consé- 
quent, 3Ng8° = 0 et, par suite, l’algèbre de Lie 8 est réductive. [ 


La réciproque est vraie à un « isomorphisme près ». Plus exacte- 
ment. on peut montrer que toute algèbre de Lie réductive est isomorphe 
à une algèbre linéaire à fonctionnelle de trace non dégénérée, mais nous 
glisserons sur la démonstration de cette proposition, car nous n’en 
aurons pas besoin. 


Üne autre réciproque, partielle, de la proposition 4 est contenue 
dans la proposition suivante, qui au contraire nous sera très utile: 


Proposition 5. La fonctionnelle de trace d'une algèbre de Lie semi- 
simple linéaire g est non dégénérée. 


Prouvons préalablement deux lemmes. 
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Lemme 3. Soient g une algèbre de Lie, t une fonctionnelle inva- 
riante bilinéaire symétrique sur 9. Alors l'annulateur a: de tout idéal 
a de l'algèbre g relativement à la fonctionnelle t est aussi un idéal. 


Démonstration. SizEal,yEgetz£€a. alors 


t([x, y}, 2) = t(x, [y, 51) = 0 
et donc [x, y]Ea!. Ü 


Lemme 4. Si g est une algèbre de Lie semi-simple linéaire, a! 
l'annulateur d'un idéal a de 9 relativement à la fonctionnelle de trace t, 
alors af\a- = (0. 


Démonstration. D’après le lemme 3, l'annulateur at, 
et donc l'intersection a f] at, sont des idéaux. De plus, la fonction- 
nelle de trace est identiquement nulle sur l'idéal afja:. Donc, 
d’après la proposition 3, l'idéal af} ai est résoluble et donc nul, 
puisque l’algèbre g est semi-simple. [ 


Démonstration de la proposition 95. En 
appliquant le lemme 2 à l’idéal a — g, on trouve gt: = 0. Or. cela 
signifie que la fonctionnelle £ n’est pas dégénérée. [] 


Une représentation p d’une algèbre de Lie 8 est exacte si elle est 
un monomorphisme, c'est-à-dire si elle réalise un isomorphisme entre 
l'algèbre g et l'algèbre linéaire p(g). Comme la fonctionnelle de trace 
de l’algèbre p(g) n’est autre que la fonctionnelle de trace de la repré- 
sentation p, la proposition 5 revient à affirmer que la fonctionnelle 
de trace de toute représentation exacte d'une algèbre de Lie semi-simple 
n'est pas dégénérée. 

Cette assertion s'applique, en particulier, à la représentation 
adjointe ad (qui est exacte, puisque le centre d’une algèbre de Lie 
semi-simple est nul). Comme la fonctionnelle de trace d’une repre- 
sentation adjointe est très exactement la fonctionnelle de Killing, 
ceci prouve que la fonctionnelle de Killing d'une algèbre de Lie semi- 
simple g n'est pas dégénérée. 

Donc, l’annulateur al d’un idéal a d’une algèbre g par rapport 
à la fonctionnelle de Killing t, admet une dimension supplémentaire, 
c'est-à-dire que 

dim a + dim ai = dim g. 


Par ailleurs, comme ad réalise un isomorphisme entre l'algèbre g 
et l’algèbre linéaire ad g qui à la fonctionnelle £, associe la fonc- 
tionnelle # de l'algèbre ad g, le lemme 4 nous dit que a f} a“ = 0. 
Donc, g = a @ «at. 
Formulons cette assertion sous forme de la proposition suivante: 


Proposition 6. Tout idéal a d’une algèbre de Lie g semi-simple 
est élément d'une somme directe autrement dit il existe un idéal at 
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tel que 
g—= a ci. 


L'idéal supplémentaire a! est l'annulateur de c relativement à la 
fonctionnelle de Killing. O 


Corollaire. Tout idéal et toute algèbre quotient d'une algébre de 
Lie g semi-simple sont des algèbres de Lie semi-simples. 


Démonstration. Si l'’annulateur d'un sous-espace rela- 
tivement à une fonctionnelle bilinéaire non dégénérée est supplé- 
mentaire direct de ce sous-espace, alors la restriction de la fonction- 
nelle à ce sous-espace n'est évidemment pas dégénérée non plus. 
Donc, la fonctionnelle de Killing n’est dégénérée sur aucun idéal 
a de g. Cela signifie que l’idéal a se transforme en une algèbre de 
Lie ada à fonctionnelle de trace non dégénérée par l'isomorphisme 
ad: g—+ ad 4. Donc, en vertu de la proposition 4. l'algèbre ad a, 
et donc l'idéal a, sont des algèbres de Lie réductives. c'est-à-dire 
que l'idéal a est la somme directe de son centre 3 et d'un ideal semi- 
simple m. Comme tout terme de la représentation d'un idéal par 
une somme directe est visiblement un idéal de l'algèbre tout entière, 
le centre 3 doit être nul, puisque g est semi-simple. Donc. l'idéal 
a — mn est semi-simple. 

L'assertion relative aux algèbres quotients se ramène à une 
assertion relative aux idéaux. puisqu'une algèbre quotient par un 
idéal a est isomorphe à l'idéal supplémentaire a-. 


La fonctionnelle de Killing étant non dégénérée, on en déduit 
également que g = g° pour toute algèbre de Lie g semi-simple. En 
effet, d’après le corollaire 1 de la proposition 3. l’annulateur (g*)! 
de l'idéal g° relativement à la fonctionnelle de Killing est nul pour 
une algèbre de Lie 4 semi-simple. Donc, g — 9°. puisque la fonction- 
nelle de Killing n’est pas dégénérée. [] 


La condition de non-dégénérescence de la fonctionnelle de Killing 
est une condition non seulement nécessaire mais suffisante aussi 
pour que l'algèbre de Lie g soit semi-simple. Pour le prouver nous 
remarquerons tout d'abord que si la fonctionnelle de trace t, d'une 
représentation p d'une algèbre de Lie g n’est pas dégénérée, la repré- 
sentation p est exacte. En effet, si pa —=0, alors f?,(a. x) = 
= Tr(pa pr) = 0 pour tous les x € g, donc, a = 0.0 


Si, en particulier, la fonctionnelle de Killing de g n'est pas dé- 
générée, alors la représentation adjointe de g est exacte, de sorte 
que l'algèbre linéaire ad g est isomorphe à l'algèbre g (et le centre 
de g est trivial). La fonctionnelle de trace de l'algèbre ad g n'est 
pas dégénérée non plus. puisque l’isomorphisme ad lui associe la 
fonctionnelle de Killing de l'algèbre g. Donc. l'algèbre linéaire ad g 
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est réductive et, de plus. elle est semi-simple, puisque son centre est 
trivial. Donc, l'algèbre g Æ ad g est semi-simple aussi. 
Nous avons ainsi prouvé la proposition suivante: 


Proposition 7 (critère de Cartan de semi-simplicité). Une algèbre 
de Lie g est semi-simple si et seulement si sa fonctionnelle de Killing 
est non dégérérée. [] A 


D'après cette proposition et les résultats des exemples 1, 2 et 3, 
les algèbres de Lie al(n)et g3o(n) sont semi-simples, tandis que l'algèbre 
de Lie gt(n) ne l'est pas. D 


Soit maintenant p une représentation non triviale d’une algèbre 
g semi-simple (c'est-à-dire telle que pa 0 au moins pour un élément 
a € 8), et soit f son noyau. Alors, en vertu de la proposition 6. il 
existe dans l’algèbre 4 un idéal ÿ = f! tel que = f@ 5. La 
restriction de p à ÿ est exacte, et comme l'idéal h est semi-simple 
(cf. corollaire de la proposition 6), la fonctionnelle £, de la représen- 
tation p est non dégénérée sur l'idéal h. Donc, toute base e,, . .., 
e, de l’idéal b (traité comme un espace vectoriel sur le corps K) 
admet une base el, .... e" t -duale telle que 


te. e?) = 6}, i, Ïj=1,...,n. 
Pour tout élément x Eg, nous posons 
[z, ei] = a(r)e;, [z, e?] —= Bi(r}e;. 


Donc (æ? (x)) est la matrice de la restriction de l'opérateur linéaire 


ad x au sous-espace b dans la base e,, ..., e, et (BA(x)) sa matrice 
dans la base e!, ..., e 


Lemme 5. Pour tout élément x € g on a les égalités 
aix) + Bla) = 0, i j=1....,n. 
Démonstration. Ces égalités ne sont qu'une autre trans- 
cription de la proposition relative à l’invariance de la fonctionnelle 
{, (antisymétrie de l'opérateur linéaire ad x): 


Lemme 6. L'opérateur linéaire 


| C = p(e;)p(e') 
ne dépend pas du choix de la base e,, ..., en. 


Démonstration. La base duale d’une base quelconque 
e; = cie, de l’espace vectoriel b s'exprime par la formule ei — 
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= cl'ei. Donc, 
pler)pteï) = 6jp(er-)p(eÿ) = 
= 6j cici ples)p(ei) — 
= 6jp (e)p(e’) = 
= p(a)p(e). D 
Définition 3. L'opérateur linéaire C s’appelle opérateur de Casi- 
mir de la représentation p. 
On conviendra que C = O0 pour la représentation triviale p = 0. 


Proposition 8. L'opérateur de Casimir commute à tout opérateur 


de p(g): 
[C, p(x)]l = 0 pour tout x € 9. 


Pour p 0, la trace Tr C de l'opérateur de Casimir est égale à la di- 
mension n de l'idéal b, de sorte que cet opérateur est non nul (et de 
surcroit non nilpotent). 


Démonstration. Par définition 


Tr C = Trp(e)p(ei)) = t,(e;, ei) = 6j = n. 
Comme | 
p(x)C = p(x)p(ei)p(e') = 
= [p(x), p(e:)lp(eï) + p(e:)p(x)p(e*) = 
p(lx, el)p(eï) + p(e:)p(x)p(e) = 


æ(x)p(e;) p(eï) + p(e;)p(x)p(ei) 


et de façon analogue 
Cp(x) = —Bi(z)p(es)p(e') + ple:)p(x)p(e), 
il vient que Cp(x) — p(x)C = 0 d’après le lemme 2. { 

La représentation p est dite irréductible s'il en est de même de 
l'algèbre de Lie linéaire p(g). Une telle représentation est nécessai- 
rement non triviale (si dim 7° > O0). 

Corollaire. L'opérateur de Casimir d'une représentation irréductible 
d'une algèbre de Lie semi-simple est inversible. 


Démonstration. L'opérateur C commutant à p(x), son 
noyau est invariant par les opérateurs p(x) et, par suite, est nul 
à cause de l'irréductibilité. O 
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Cohomologies d’algèbres de Lie.— Théorème de Whitehead. 
— Décomposition de Fitting.— Théorème généralisé de Whi- 
tehead.— Lemmes de Whitehead.— Théorème de Weyl de 
réductibilité complète. — Extensions des algèbres de Lie 
abéliennes. 


Nous entamerons cette leçon par des constructions générales dont 
la génèse et la signification ne peuvent être expliquées que dans le 
cadre de l'algèbre homologique en s'appuyant sur la théorie topolo- 
gique des groupes de cohomologie de groupes de Lie. Nous le ferons 
brièvement dans la leçon suivante, nous contentant pour l'instant 
d'un exposé purement formel sans aucune motivation. 


Soit g une algèbre de Lie, comme toujours de dimension finie 
et sur un corps *< de caractéristique 0, et soit 7’ un module sur g 
ayant, en tant qu’espace vectoriel sur K, une dimension finie (c’est- 
a-dire est l’espace d’une représentation p de dimension finie de 
l'algèbre 3). 


Définition 1. On dit qu'une fonction u = u(xz,, ..., Im) de 
m variables z,;. ..., Zm € 8 à valeurs dans le module 7j‘ est une 
cochaine à m dimensions de l'algèbre de Lie g sur 7° si: 

a) elle est antisymétrique, c’est-à-dire change de signe si l’on 
permute deux quelconques de ses arguments; 

b) est lineaire en chaque argument (à valeurs fixes des autres). 

Si m = 1 la condition a) est dénuée de sens, de sorte que toute 
application linéaire u: g—-%" sera cochaîne. et pour m = 0 on 
admet, en vertu des conventions générales relatives aux fonctions 
ayant zero arguments, que uw est un élément arbitraire du module 3 :. 

Les cochaînes à m dimensions forment visiblement un espace vec- 
ioriel C(g; 7’). 

Pour toute cochaîne u € C"(g; 7’) et tous éléments z,, ... 
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... TIm+1 € 8, On pose 
m+i | } 
(Ôôu) (zi, ..., Tm+i) = 2 (— 1) (rs, Ti se . Tmtt) + 


A 


(— 1) u([x;. Ti], Lys cop Lis cos Lie Tm+1) 


m m+i 
+Y Y 
i=1 jæit 
où les arguments « chapeautés » doivent être omis. 

Il est clair que la fonction ôu définie par cette formule est linéaire 
en chaque argument et, comme le montre un calcul automatique. est 
antisymétrique, c’est-à-dire est une cochaîne à m + 1 dimensions. 
L'application 

6: C8: 7 ) + CG: F7) 
est visiblement linéaire. 
Pour m = 0 
(ôu)(x) = zu, 
pour m = Î 
(ôu)(x, y) = zu(y) — yu(x) — u(Îx, yl), 
pour m — 2 


(ôu)(z. y, =) = zu(y, :) — yu(x. z) + zu(z, y) — 
— u({x, yl, z) + u([z, zl, y) — u(ly, :], zx). 
La propriété fondamentale de l'application 6 est que: 
ô0ô = 0. 
Par exemple, pour m = 0 
(6ôu)(x, y) = z(yu) — y(zu) — (x, ylu = 0 
et pour m = 1 
(Oôu)(x, y, z) = z(yu(z) — zu(y) — u(ly, zl) — 
— y(zu(z) — zu(z) — u({x, z])) + 
+ 2(zu(y) — yu(z) — u([x, yl)) — 
— [x, ylu(z) + zu({x, y}) + u(llz, yl, zl) + 
+ (x, zlu(y) — yu({z, 51) — u({[x, zl, yl) — 
— [y, zlu(z) = zu({y, zl) + u({{y, zl, xl) = 0. 


Les calculs sont fastidieux dans le cas général, mais tout à fait 
accessibles s’ils sont conduits avec soin. Nous les laissons au lecteur. 


Définition 2. On appelle cocycle une cochaîne u telle que ôu = 0 
et cobord une cochaîne u de la forme ôv. 
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Les cocycles forment un sous-espace Z"(g; 7‘) de l’espace vec- 
toriel C"(g; 7°) (le noyau de l'application 6: C"(8; 7 ) + 
æ C"*1(g; 7 )). et les cobords (pour m>0), le sous-espace 
B"(3; 7°) de l’espace vectoriel C"(3; 7 ) (l’image de l’applica- 
tion ô: C"-l(g; 7°) —+ C"(g; 7°)). La relation 6086 — 0 signifie 
que 

B"'(8; 7) 2" (8; 7°) 
pour tout m > 0, de sorte qu'est défini l’espace quotient 
H°'(8; 7°) = 2" (8; 7°)/B" (3; 7). 

Pour m — 0, on convient que H"(3;: 3 ) = Z%(9; 7’), si bien 
que H%(g; 7°) n’est autre que le sous-espace du module 7° composé 
des éléments invariants de 7”, c'est-à-dire des éléments u tels que 


zu = 0 pour tout x € g. 
Pour m = 1 les cocycles sont caractérisés par la relation 


() u([x, y]) = zu(y) — yu(x). 
et pour m = 2, par la relation 
(2) u({x, yl, z) + u(fy, 2], x) + u(fz, xl, y) = 
—= zu(y, 2) + yu(z, zx) — zu(x, y). 


L'égalité H'(9; 7°) — 0 signifie que si la relation (1) est réa- 
lisée, il existe un élément v € 7” tel que 


u(z) = xv, 


et l'égalité H*(9; 7 ) = 0, que si la relation (2) est satisfaite, il 
existe une application linéaire v: g — 7 telle que 


u(z, y) = zv(y) — yu(z) — (fx, y). 


Dans la suite, nous n’aurons pratiquement besoin que des deux 
dernières assertions. 


Supposons maintenant que l'algèbre de Lie g est semi-simple. 
Alors est défini l'opérateur de Casimir © = p(e;)p(e') de la repré- 
sentation p, où &, ..., €, est une base arbitraire de l'idéal bÿ supplé- 
mentaire du noyau de la représentation p, et e!, ..., e*, sa base 
duale relative à la fonctionnelle £#,. 


Proposition 1 (théorème de Whitehead). Si l'opérateur C est 
inversible, alors 


H"(8; Ÿ°) = 0 pour tout m > 0. 


Démonstration. Soit m = 0. Si zv = 0 pour tout ze sg, 
alors Cv = 0, et, par suite, v = 0. Donc, H%(g; 7’) = 0. 
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Soit m > 0, et soit u E Z"(g; 7’). Alors 
m+i m m+i 


2 (— 1) (rs ..., 2, 5 2n4)+ À à, (— 1) u (Er, zjl, 


Lis Lt) ee Tfs es Em) = 0 


pour tous éléments 2, ..., Tms Zm+1 € 9. En remplaçant x,+: 
par l'élément de base e, de l'idéal b, en multipliant par e“ et en 
sommant sur k, on obtient l'identité 


(3) È (— 1) et (ru(zs, ..., Lise ms Ex)) + 


L(—1)7* ek(e;u (Ti, Tn)) + 
LS Chu aa cree ere 404 


+ 2 (— 1) THelu ([Zhs ex}, Lio -- Th .. - Tm) = 0, 


qui est satisfaite pour tous xz;,, ..., Tm ES 

Comme zu = p(x)u, le terme Dr eue, ..., Tm)) de 
l'identité (3) n’est autre que (—1)"*#Cu(z, … + Tm), et puisque 
e(zu) = le, zlu + z(eu), la première somme de cette identité 
est égale à 


(4) à (—1)'*1[e, Ti] u(z;, ° es Th rs Tms ex) + 


. (— 1), (eu (Zoe. Ty, ...s Tmr x) = 


(— 1)’ Br (x) eu (zr ... Zi, er Tmo ex) + 


m 


+ 2 (— 1) zv(xz,, ...,Zy, ..., Tm), 
1= 


où. comme dans le lemme 2 de la leçon précédente, 


Br(z) = t,([z, €], e,), 
et 


U(Y1: CCC Ym-1) — e*u(ys, >. Um-1° ex) 
pour tous y,, ..., Ym—1 € S. 
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La dernière somme de l'identité (3) est égale à 


2 ( — 1)t+m+1 a(ti) e*u(e,, Lis... Zi, ... Tm) = 


= D (—1)i af(zi)elu(rs, Tps es Em 6h), 


où ax (x) = t, ([x, el, e!), et d’ après le lemme 2 de la leçon pré- 
cédente se simplifie avec la première somme de (4). 
Comme la double somme de (3) peut être mise sous la forme 


m-1 m 


NV D (— 1) (x, zj], Lis es Th Le. Ti °° Tm) 


i=1 j=i+i 
ceci prouve que 
(— 1)" Cu (xs, ..., 2m) + 


+ D (— A D (a ee Bas ee Em) + 


m— { m. . 
D D (— 1)" ([x, x], Lis cos Lis - Lis es Tm) =, 


c'est-à-dire que 
(—1)"#Cu(zss - . ., Zm) + (OC) (His + + + Tm) = 0. 
De là il s'ensuit qu’en posant 
W(Ty, + Tm) = (—1)"*! C-l{x,, . .., Zn); 


on obtient une cochaîne w E C"“'(g; 7°) telle que u = ôw. 
Donc, chaque cocycle de dimension m de l'algèbre de Lie g 
sur 7” est un cobord, et, par suite, H"(g; #°) = 0. 0 


On rappelle qu’un opérateur linéaire C défini sur un espace 
vectoriel 7° est dit somme directe À @ B d'un opérateur À défini 
sur un sous-espace P<7'et d'un opérateur B défini sur un sous- 
espace @ 7 si 7 = P  @, les sous-espaces et E sont 
invariants par C et les opérateurs induits dans © et G@ par C sont 
confondus respectivement avec les opérateurs À et B. Sous une forme 
conventionnelle, mais suggestive 


| A 0 
188=(° g) 
(cf. IL. 14). 


Pour étudier les espaces. vectoriels. H"(g; 7”) dans le cas où 
l'opérateur de Casimir C n’est pas inversible, on se servira du lemme 
suivant : 
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Lemme 1. Tout opérateur linéaire C défini sur un espace vectoriel 
3° de dimension finie se décompose d'une seule maniere en la somme 
directe 


(5) C=AGB 
d'un opérateur À inversible et d'un opérateur B nilpotent. 


Démonstration. L'espace 7° étant de dimension finie, 
la suite strictement décroissante de sous-espaces 


(6) ÿ'>=ImC=ImC=...=ImCt =... 


se stabilise, c'est-à-dire qu'il existe un k tel que Im C* = Im C**. 
Posons # — Im C*. Il est clair que f est invariant par C et l'opé- 
rateur induit À: $ — ? est inversible (puisque surjectif). 

La suite strictement croissante de sous-espaces 


(1) 0 KerCeKer C’e...cKerc'e 


se stabilise pour les mêmes raisons, c'est-à-dire qu’il existe un 
tel que. Ker C! — Ker C'*'. Le sous-espace @ — Ker C! est inva- 
riant par l'opérateur C et l'opérateur induit B: @ — @ est nil- 
potent (puisque B! — 0). Ceci étant, quitte à remplacer k ou L par 
un plus grand indice, on peut admettre que k = L. 

Donc, pour prouver l'existence de la décomposition (9) il faut 
seulement établir que 7'= $ @ G. Par hypothèse, pour tout 
vEJ', il existe un vecteur ti tel que le vecteur Cv — C*F vw, et, 
par suite, le vecteur v — Cv, appartient à @. Comme Cv E P, 
ceci prouve que = P ® . SivE PNG, c'est-à-dire si v — 
— C'wet Cv = 0, alors C**w — 0 et donc, w € @. Par conséquent. 
C'uw — 0, c'est-à-dire que v = 0. 

Ceci achève la démonstration de l'existence de la décomposi- 
tion (5). 

L'unicité de la décomposition (5) résulte immédiatement du fait 
que Jes sous-espaces correspondants © et ( sont les seuls sous-espa- 
ces sur lesquels se stabilisent les suites (6) et (7). CO 


La décomposition (5) s'appelle décomposition de Fitting de l'ope- 
rateur C. 


Si maintenant 7 ‘ est encore l’espace de la représentation p d’une 
algèbre de Lie semi-simple g. et C son opérateur de Casimir, les 
sous-espaces © et @ sont invariants par tous les opérateurs p (x), 
x Eg. c'est-à-dire sont des sous-modules. En effet, supposons par 
exemple que v € ©. Par hypothèse, il existe un vecteur 1# € 7° tel 
que v = C'w. Supposons que p(x)w = w, +w,, où w, ES et 
1» € @&. Comme C“w, = 0, il vient 


p(x)v = p(x)Cw = Cp(z)w = Chu, € #. 
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De façon analogue, si v € @ et C'v = 0, alors C“p(z)v = p(x)C* v = 
= 0 et, par suite, p(z)v € G. DO 


Etant des modules sur l'algèbre g, les espaces vectoriels $ et @ 
seront les espaces des représentations © et + de cette algèbre (on dit 
encore que la représentation p est décomposée en somme directe des 
représentations © et t). Ceci étant, il est clair que les opérateurs À 
et B de la décomposition de Fitting de l’opérateur de Casimir C 
de la représentation p seront les opérateurs de Casimir des repré- 
sentations © et t. Donc, en vertu de la proposition 1, pour tout 
m > 0, on a l'égalité 

H"(9; &) = 0. 


D'autre part, l'opérateur de Casimir B de la représentation + 
étant nilpotent, cette représentation est triviale (et B — 0). Cela 
signifie que @ est somme directe de sous-espaces invariants à une 
dimension sur lesquels l'algèbre g opère trivialement. En d'autres 
termes, le g-module @ est somme directe de modules isomorphes au 
corps * sur lesquels l’algèbre g opère trivialement. Le nombre des 
termes de cette somme s'appelle multiplicité avec laquelle X figure 
dans 7. 

Mais il est évident que si le g-module 7” est somme directe de 
g-modules 7”,, ..., 7°,, alors pour tout m > 0, l’espace vectoriel 
H"(g8; 7°) est somme directe des espaces vectoriels H"{(g; 7°,), ... 
..., H"(8; 7°,). Ceci et tout ce qui précède prouve la proposition 
suivante généralisant la proposition 1: 


Proposition 2. Pour tout module 7° sur une algèbre de Lie semi- 
simple get tout m > 0, l’espace vectoriel H"(g9; 7 ) est somme directe 
de k exemplaires de l’espace vectoriel H"{(g; =), où k est la multi- 
plicité avec laquelle *K figure dans F'. OC 

Donc, pour calculer les espaces vectoriels H"(8; 7”) il suffit 
de savoir calculer les espaces vectoriels H"(g; K). 


A ce propos, il est utile d'observer que sur *X la formule géné- 
rale des cobords des cochaînes se simplifie considérablement et 
prend la forme 


(ôu) (Zi rs Tm+1) = 
m+i 


m 
= 2 | D (—1)'u([z;, Z;}], Tis Th es Th rs Tmt1)- 
i=1 j=i+ 


Par exemple, pour m = 0 
(ôu)(r) = 0. 
pour m = 1 
(Ôu) (x, y) — —u({z, y)), 
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pour m = 2 
(ôu) (Zr Ys 2) = —u([x, y}; 2) + u([x, 2}, y) — u([y, z), x). 


Donc H(93; K) = K et Ht(8; “<) est l’espace des fonctionnelles 
linéaires g — K nulles sur g° (c’est-à-dire est l’annulateur Ann g° 
de l’espace 9° sur l’espace dual g'). 

Mais dans la leçon précédente on a prouvé qu’une algèbre de Lie 
semi-simple g est confondue avec son idéal 4°. Donc, A'(g; K) = 0 
pour toute algèbre de Lie semi-simple g. 

En vertu de la proposition 2, ceci prouve le 


Corollaire { (premier lemme de Whitehead). Pour tout module 7° 
sur une algèbre de Lie semi-simple g, on a l'égalité 


H\ (8; F)=0. Q 
Etablissons un résultat analozue pour m = 2. A cet effet, posons 
zE = —Eoad x 


pour tout élément zEg et toute fonctionnelle E: g—+ <. Une 

vérification immédiate montre que la correspondance (x, £) —> rË 

définit une structure de g-module sur l’espace dual g’. Il vaut donc 

la peine d'étudier les cochaînes de l'algèbre g sur le module g’. 
Pour tout m > 1, définissons l'application 


p: C9; <) —+ C9; g°), 
en posant 


(qu)(r1, + +, Zm1)(Z) = 
= U(z;; 1 Tm-11 x), Lis ses Tmnir ZT € 4; 


pour toute cochaîne u E C"(8; K). Comme 


L6(qu)(zn, + + ex Zm)M(x) = 


= D (D Er (qu) as +23 Sas 2 225 Zm))] (2) + 


+ » » (— 1) [(qu) (CZ Zj]s Lis z;, ._) Zy ..) Tm)] (z) — 


D (— 1) (QU) (mis ce es Dis soc Em] (En ]) + 


4m 
m— 1 m . A A 
+ s à, (— 1) %u ([x,, ZyliTis CCC CAE ...) T};, 7 Tm: zx) = 


22—01642 
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= à (—1jiu(rs, Zi ce. %ms (En 2])+ 


m-1 m 

à — ñ= A 

N' Ÿ (— 1) u ([x, z;], Li y) Li) cs TZ} ….) Tmo x) = 
574 


= (ôu)(a1, . .., Zms &) = (PU) }(r, + - +, Zm)l (x). 


pour toute cochaîne u E C"(g; K) et tous éléments zx, x,. .. 
….., Zm EG il vient Ôop = p°cÛô, d'où il résulte, en particulier, 
que pour tout cocycle u la cochaîne qu est aussi cocycle. 

Pour m = 2, on en déduit d’après le premier lemme de White- 
head que pour tout cocycle u € Z*(g; “) il existe une cochaîne 
E E C8; g°) = 9” telle que qu = ÔE. Mais, pour tous éléments 
z, y EG, on aura alors l'égalité 


u(x, y) = ((qu)(x\)(y) = ((ÔE)(x))(y) = 
(zËÉ)(y) = —(E ° ad x)(y) = 
— —E([z, yl) = (ÔE)(x, y), 


qui exprime que u — ÔE. Donc, Hg; K) = 0. 
D'après la proposition 2, ceci prouve le 


Corollaire 2 (deuxième lemme de Whitehead). Pour tout module 
sur une algèbre de Lie semi-simple g, on a 


H°(8; 7 )=0. D 


Pour m = 3, il existe des algèbres de Lie semi-simples telles que 
Hg; *) Æ0. 


Les lemmes de Whitehead, malgré leur appartenance à la modeste 
catégorie des lemmes, n'en sont pas moins très importants, dans la 
mesure où ils constituent la clef de deux théorèmes capitaux de la 


théorie des algèbres de Lie. 

On dit qu'une représentation p d'une algèbre de Lie g est comple- 
tement réductible si elle est somme directe de représentations irré- 
ductibles. 


Proposition 3 (théorème de Weyl). Toute représentation p d’une 
algèbre de Lie semi-simple g sur un corps < est complètement réduc- 
tible. 

Nous commencerons la démonstration de cette proposition par 
quelques remarques simples d’algèbre linéaire. 
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Soient 7° un espace vectoriel et $ un sous-espace de 7 . Considé- 
rons un sous-espace (@ supplémentaire de ®, c'est-à-dire tel que 


(8) F=S$ 0. 


SiuEF'etu = v + w,oùvE ® et w E @, alors en posant Pu = v, 
on obtient de toute évidence un opérateur linéaire idempotent 
P: FŸ — F tel que Im P = #. Ces opérateurs sont dits projecteurs 
sur P. Nous voyons donc que toute décomposition (8) définit un 
projecteur sur %. 

Réciproquement, soit P: #'—%' un projecteur sur #. et soit 
@ = Ker P. Pour tout vecteur u EF”, le vecteur Pu € F (car Pu = 
= P(Pu)) et le vecteur u— PuEG@ (car P(u — Pu) = Pu — 
— P'u — 0). Comme u = Pu + (u — Pu), ceci prouve que 7° = 
= P +G. Mais si u€E PNG, alors, primo, u = Pu (puisque 
uE P$ = Im P,on au = Pv,oùv EŸ',et, parsuite, Pu = P(Pv) = 
= Pv = u) et, secundo, Pu = 0 (car u E @), ce qui n’est possible 
que pour u = 0. Donc, 7° = $ & . 

Ceci prouve le lemme suivant: 


Lemme 2. Les sous-espaces (À supplémentaires du sous-espace SP 
sont en correspondance biunivoque canonique avec les projecteurs sur ©. 
Cette correspondance associe à tout projecteur P son noyau Ker P. 


Si maintenant %° est un module sur une algèbre de Lie 9, Les sous- 
espaces $ — Im P et @ — Ker P sont sous-modules si et seulement 
si l'opérateur P est un homomorphisme de modules, c'est-à-dire permute 
à tous les opérateurs p(x), z € g, où p est une représentation définie 
par le module 7’. En effet, si P est un homomorphisme et u € # 
(et, par suite, u = Pu), alors zu = p(x)u = p(x)Pu = Pp(x)u € 
pour tout xE€g. De façon analogue, si u € @, alors P(ru) — 
= p(z)P(u) = 0 et donc, zu EG. Réciproquement, si # et @ 
sont des sous-modules, alors pour tous éléments u € %° et x£€g 
on a l'égalité au = x(Pu + (u — Pu)) = xPu + x(u — Pu), où 
zPu E Ÿ et z(u — Pu)E @, qui montre que x(Pu) — P(zu). 


Démonstration de la proposition 3 Une 
récurrence évidente (utilisant le fait que la dimension de la repré- 
sentation p est finie) montre que pour prouver la proposition 3 il 
suffit d'établir que pour tout sous-module © d’un g-module 7’, 
on a la décomposition (6) dans laquelle & est un sous-module, c’est- 
à-dire de prouver qu'il existe un projecteur P: F — 9" sur ? qui 
est un homomorphisme de modules. Considérons à cet effet l’ensemble 
# des opérateurs linéaires A: Ÿ° — 9° pour lesquels ImAc#$e 
© Ker À (et, par suite, 4° = 0). Un calcul automatique montre que 
# est un sous-espace de End #° et, de surcroît, un module sur g 
pour l'opération 


ZzA=[p(z), À], z1z=8, AE. 
22° 
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Si maintenant P, est un projecteur sur ®, alors il est immédiat que 
[p(x), Pl ES pour tout x E 9, et, par suite, la formule 


u(z) = {[p(z), Pol, z ES, 


définit une application linéaire u: g — #ÿ°, c'est-à-dire une cochaîne 
de C'(8; #°). Cette cochaîne est un cocycle, puisque d’après l'iden- 
tité de Jacobi 


zu(y) — yu(z) — u({z, yl) = [p(x), [o(y), Poll — 
— [o(y), [p(z), Pl] — ofz, y], P;] = 0. 


Donc, en vertu du premier lemme de Whitehead, il existe un opé- 
rateur À € f° tel que u(x) = xA pour tout x € g, c’est-à-dire tel que 
[p(z), Pl = [p(z), AÏ. Cette relation signifie que l'opérateur 

— P, — À commute à tous les opérateurs p{r), x € g, c’est-à-dire 
est un homomorphisme de %” dans Ÿ”. Ceci étant, Pv € Ÿ° pour tout 
vEF et Pv = Psy =vsive#, de sorte que P est un projecteur 
sur $. 0 


L'utilisation du deuxième lemme de Whitehead à des fins iden- 
tiques implique quelques préparatifs. 

On dira qu'une algèbre de Lie t) est une extension d'une algèbre 
de Lie a par une algèbre de Lie g si «a est un idéal de b et si l’algèbre 
quotient f/a est isomorphe à l'algèbre g. La dernière condition signi- 
fie qu’il existe un épimorphisme d’algèbres de Lie &: b—+ 9 dont 
le noyau est l'idéal a. Nous admettrons que cet épimorphisme est 
choisi une fois pour toutes. 

On dit que l'extension b est friviale si b contient une sous-algèbre 
qui est transformée isomorphiquement en l'algèbre g par l’épimor- 
phisme «. 

Il est clair qu’on peut toujours trouver une application linéaire 


B: 8 + 6, 
telle queæcfB = id, (section de l'homomorphisme a). Alors, l'algè- 
bre de Lie b se décomposera en tant qu'espace vectoriel en somme 
directe de l’idéal a et du sous-espace Im $. L'extension $ est triviale 
si et seulement si l’application B peut être choisie parmi les homomor- 
phismes d’algèbres de Lie. 

L'écart de l'application B par rapport à un homomorphisme 
d'algèbres est mesuré par la fonction uw = u(x, y) définie par la 
formule 

u(z, y) = [Bz, Byl — Blz, yl, zx, yes. 


Comme aux, y) = [afr, a«Byl]l — aBlx, yl = 0, la fonction u 
peut être considérée comme prenant ses valeurs dans l'idéal a. Il est 
évident que cette fonction est linéaire en z et en y et est antisymé- 
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trique, c’est-à-dire est une cochaîne à deux dimensions de l'algèbre 
de Lie g à valeurs dans l'idéal a. 

Du reste, nous avons brülé une étape en faisant cette conclusion, 
car l'idéal a n’est pas généralement un g-module, propriété qui est 
exigée de l’ensemble de valeurs des cochaînes. Pour tourner cette 
difficulté, on suppose que a° = 0, c’est-à-dire que l'algèbre a est 
abélienne. Alors la formule 


za={fz, a], xEû, a€a, 


définit (indépendamment du choix de la section B) une structure 
unique de g-module sur l’idéal a, donc on peut appeler la fonction u 
cochaîne jure et facto. 

Il est immédiat de voir maintenant qu'une cochaïine u € C*(g; a) 
est un cocycle. En effet, en appliquant deux fois l'identité de Jacobi, 
on obtient 


Ôu)(z, y, z) = zu(y, z) — yu(z, 2) + zu(x, y) — 
— u([z, y], 2) + u([x, 2), y) — u([y, z], x) —= 
= (Pr, (By, Bz] — Ply, 21] — [By, [Bz, Bzl — 
— Blz, z]] + [Bz, [Bz, By] — Plz, yl] — 
— [Blz, yl, Bzl + Bllz, yl, 2] + [B [x, zl, Byl — 
— Biz, zl, y] — [B[y, zl, Bxl + B (y, zl, xl — 
= [Pz, [By, Bzll — (By, [Bzx, Bzll + [Bz, [Bz, Byl]l + 
+ B(IIz, yl, z] — (fx, z], y) + (y, zl, xl) = 0 


quels que soient z, y,z2E€g OÙ 


Soit B” une autre section de l’épimorphisme «. La différence 
v = B — $” peut être traitée comme une application linéaire 4 — a, 
c'est-à-dire comme une cochaîne de C'(9; a). Comme 


(ôv)(z, y) = zv(y) — yu(z) — v([x, yl) — 
= [z, By — B'yl — [B'y, Br — B'zl — Plz, yl + P'Tz, y] = 
— ([Bz, By] — Blz, y]) — ([B'z, B'y] — B'{x, ul), 


la substitution de B” à B implique la substitution de u — ôv à u. 
Donc, si u = Ôv, l’epplication B — B — v sera un homomorphisme 
d’algèbres de Lie, c’est-à-dire que l'extension b sera triviale. 

Mais, d’après le deuxième lemme de Whitehead, la condition 
u — Ôv est automatiquement remplie si l'algèbre de Lie est semi- 
simple. Ceci prouve la proposition suivante: 


Proposition 4. Toute extension 1 d'une algèbre de Lie abélienne a 
par une algèbre de Lie semi-simple g est triviale. 
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Corollaire. Une algebre de Lie g est réductive si et seulement si 
son centre 3 est confondu avec son radical 1: 


à =t. 


Démonstration. Dans la leçon 12, nous avons prouvé 
que t = 3 pour une algèbre reductive. Supposons réciproquement 
que t = 3. Alors gest l’extension de l'algèbre abélienne 3 par l’algè- 
bre semi-simple g/r. Donc, en vertu de la proposition 4, on a g = 
= 3 ® m, où m est une sous-algèbre semi-simple. Mais comme 
[3, m—0Cm. la sous-algèbre m est un idéal. Donc, l'algèbre 
de Lie g est réductive. [ 


LEÇON 20 


Théorème de Lévi.— Algèbres et groupes de Lie simples. — 
Groupes caïniens et groupes unimodulaires.— Lemme de 
Schur. — Centre d’un groupe de Lie matriciel simple. — 
Exemple de groupe de Lie non matriciel.— Cohomologies 
de de Rham.— Groupes de cohomologie d’une algèbre de 
Lie de champs de vecteurs.— Comparaison des groupes de 
cohomologie d’un groupe de Lie et de son algèbre de Lie. 


Toute algèbre de Lie g est l'extension de son radical tv par l'algèbre 
g/t. On dira qu’une algèbre de Lie g admet la décomposition de Lévi 
si son extension est triviale, c'est-à-dire s’il existe une sous-algèbre 
m (nécessairement semi-simple) de g telle que 


g=1t@m. 


Si l'algèbre g est semi-simple ou résoluble, elle admet manifestement 
la décomposition de Lévi. D'après la proposition 4 de la leçon 
précédente, une algèbre g dont le radical t est abélien admet la dé- 
composition de Lévi. 


Proposition 1 (théorème de Lévi). Toute algebre de Lie g sur un 
corps K admet la décomposition de Lévi. 


Démonstration. Procédons par récurrence sur la dimen- 
sion 7 = dim t du radical de l'algèbre g. Si n = 0 ou n = 1 et si 
l'idéal a = r* est nul, l'algèbre 8 admet la décomposition de Lévi 
d’après ce qui précède. Soit r > 1, et soit a -£0. Alors dim r/a << n, 
et comme tr/a est le radical de l'algèbre quotient g/a, l'algèbre g/a 
admet la décomposition de Lévi en vertu de l'hypothèse de récur- 
rence. Cela signifie qu'il existe une sous-algèbre b de g telle que 
g=t+bett fb = a. L'idéal a est un idéal résoluble de l'algèbre 
b tel que l'algèbre quotient b/a est semi-simple (car isomorphe à 
l'algèbre semi-simple g/r). Ceci exprime que a est le radical de l'al- 
gèbre b, et comme dim a << n, il existe d’après l'hypothèse de récur- 
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rence une sous-algèbre semi-simple m de b telle que b = a @ m. 
Mais alors tfm=trfNbAm—-afñm—0 et t+m—Tt+ 
+rNb+tm=rir+atm—=tr+-b—=g de sorte que g— 
= 1m. [ 


Nous aurions pu nous attaquer immédiatement à la démonstra- 
tion du théorème d’Ado, mais nous allons nous en éloigner et étudier 
sa validité pour les groupes de Lie. Nous nous pencherons également 
sur la corrélation de la théorie algébrique formelle des cohomologies 
de la leçon 19 et des théories des cohomologies connues en topologie. 


Suivant la terminologie en usage en algèbre, on dira qu'une algè- 
bre de Lie g est simple si elle ne possède pas d’idéaux non nuls diffé- 
rents de g. 

Il est clair qu'une algèbre de Lie abélienne simple non triviale 
est nécessairement à une dimension, et une algèbre de Lie simple 
non abélienne, semi-simple. 

On démontre que l'algèbre de Lie al(n) est simple. Les calculs 
sont assez fastidieux, aussi nous bornerons-nous au seul cas r — 2 
qui nous intéresse. 

L'algèbre de Lie af(2) est d'ordre trois et les matrices 


H=E,;, — Ex, E, = E;;, En = En 
en sont une base. Un calcul direct montre que 
(A, E,] — 2E,, (A, E.,] = —2E# , [E,, E_,] = H, 


d’où, en particulier, il résulte que l'idéal a de l'algèbre 31(2) qui 
contient l’un au moins des éléments À, E,, E_,, les contiendra tous 
et, par suite, sera confondu avec l'algèbre 21 (2) tout entière. Par 
ailleurs, si À = aH + a. ËE, + a,ËE_, € a, alors [H, A] = 2a.E, — 
— 2a:E, Ea, d'où 


aH +2a,E,= A+ A ça, 


et donc, [H, aH + 2aE;,] = 4a,E, € a Par conséquent, si a = 
ZÆ 8{(n), alors a, = 0 et, par suite, aH € a, ce qui n’est possible 
que pour a = 0. Donc, A= a.,£_, € a, et l’on déduit encore que 
ou bien a = gl(n), ou bien a_, = 0. En définitive, si a =£gl(n), 
alors À = 0, c’est-à-dire que a=0. O 


Un groupe de Lie connexe G est simple si son algèbre de Lie est 
non abélienne et simple, ou, ce qui est équivalent, si tout sous-groupe 
invariant de G, différent de G, est de dimension nulle (et, par suite, 
si fermé, alors discret). Donc, si un groupe G est simple, tout 
épimorphisme G —- G’ soit est un revêtement de groupe (un isomor- 
phisme local), soit le groupe G” est trivial (est composé uniquement 
de l'unité). Sous ces conditions, le groupe G’ est simple aussi, puis- 
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que par définition, un groupe de Lie est simple ou non en même 
temps que les groupes qui lui sont localement isomorphes. 
Un groupe de Lie simple est le groupe SL(2) ainsi que son revé- 


mt 
tement universel SL(2). 
De façon analogue, un groupe de Lie connexe est semi-simple st 
son algèbre de Lie l’est. 
A noter que tout groupe de Lie simple est semi-simple. 


On rappelle que le groupe des commutateurs [G, G] d'un groupe G 
est le sous-groupe de G engendré par les éléments de la forme aba-1b”t, 
Ün groupe G sera dit cainien *) si [G, G] = G. De la proposition 2 
de la leçon 4, il résulte immédiatement qu’un groupe de Lie connexe 
G est groupe caïnien si et seulement si son algébre de Lie g est telle que 


On en déduit, en particulier, que tout groupe de Lie semi-simple 
est cainien. 

Sont des groupes de Lie caïniens le groupe de Lie SL(2) ainsi 
que tout groupe de Lie localement isomorphe à SL(2), par exemple 


le groupe SL(2). 

Le théorème du déterminant du produit de matrices nous dit que: 
tout groupe de Lie matriciel caïnien (et, en particulier, semi-simple) 
est unimodulaire, c'est-à-dire est composé de matrices unimodulaires. 

Il est évident par ailleurs que tout groupe quotient d'un groupe 
cainien est cainien. 


Soit g une algèbre de Lie linéaire sur €, composée des opéra- 
teurs linéaires de 3° dans 7”, où #” est un espace vectoriel complexe de 
dimension finie. Si un opérateur linéaire À (n'appartenant pas en 
général à g) commute à tous les opérateurs de 8, alors Ker À et Im À 
sont invariants par ces opérateurs, et, par suite, si g est irréductible, 
alors ou bien À = 0, ou bien À est non dégénéré. Or, pour toute 
valeur propre À de l’opérateur À, l’opérateur À — ÀE est dégénéré et 
commute aussi à tous les opérateurs de g. Donc, 4 — ÀE = 0. Ceci 
prouve que les seuls opérateurs commutant à tous les éléments d'une 
algèbre de Lie linéaire irréductible g sur € sont les opérateurs scalaires. 

Cette asscrtion s'appelle lemme de Schur. A noter que pour la 
prouver nous n'avons à aucun moment sollicité la structure alcébri- 
que de l'algèbre de Lie g. Donc, le lemme de Schur est valable pour 
toutes familles g irréductibles (c'est-à-dire ne possédant pas de: 
sous-espaces invariants non triviaux) d'opérateurs linéaires sur C. 


*) Ce groupe doit <on nom au fait que la structure de groupe abélien y est: 
ar Ditilée. Comme quoi l’histoire <e répete même en mathématiques abstraites. 
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Considérons maintenant une algèbre de Lie linéaire g sur R, 
<omposée d'opérateurs linéaires de 7° dans 7’, où ÿ est un espace 
vectoriel réel. Pour utiliser le lemme de Schur, passons de l'algebre g 
à sa complexifiée g° qui est composée des matrices (des opérateurs 
linéaires) À + iB. A, B€ 9, et opère dans le complexifié j'© de 
#. Il est évident que si l'algèbre de Lie g (sur à) est semi-simple, 
l'algèbre de Lie 9€ (sur €) le sera aussi. Mais si 9© est semi-simple, 
le théorème de Weyl (proposition 3 de la leçon 19) nous dit que l'es- 
pace 7 € se décompose en somme directe de sous-espaces invariants 
Fais i = 1....,s, sur chacun desquels l'algèbre © opère irréduc- 
tiblement. Dans le langage matriciel, cela signifie que chaque matrice 
de 9° (donc, de g) est, dans une base dûment choisie, de la forme 


(4) A,®9...@4,. 


et, de plus, pour tout i = 1, ..., s, l'application p;: À ++ À; 
sera une représentation irréductible de l'algèbre gt dans l’espace 7 i. 

Sans perdre ceci de vue, supposons que l’algèbre g est l'algèbre 
de Lie d’un groupe de Lie G linéaire (— matriciel) semi-simple (donc, 
connexe) opérant sur l'espace 7”. Le groupe G aussi opère canonique- 
ment sur l'espace 7 ©, et, de plus, les sous-espaces 7”; seront tous 
invariants par cette action (ils sont invariants par les opérateurs 
AEg=Re aC, donc par les opérateurs et, t € R, qui engendrent — 
en vertu de la connexité — le groupe G). Donc, tout élément du 
groupe G admet aussi la décomposition (1) (en général avec des ma- 
trices AÀ,, ..., À, complexes). Dans ces conditions, les matrices 4; 
formeront un groupe G; (généralement réductible et éventuellement 
trivial) opérant sur l'espace 7”, et image épimorphique du groupe G. 

Signalons que tous les groupes G; sont unimodulaires. En effet, 
étant semi-simple, le groupe G est caïnien. Donc, tous les groupes G; 
Sont caïniens et. par suite, unimodulaires. [ 


Soit maintenant À un élément du centre du groupe G. Etant per- 
mutable à tout élément de G, l'opérateur À l'est à tout élément de 
l'algèbre de Lie g. et, par suite, à tout élément de l'algèbre de Lie €. 
Donc, tout opérateur À;: T's — Fr, à — 1, ..., s, de la décom- 
position (1) de l'opérateur À commute à chaque élément de l'algèbre 
irréductible p:(3©) et, par suite, est, en vertu de lemme de Schur, 
un opérateur scalaire de la forme À,E, où À; € C. Par ailleurs, l’opé- 
rateur À; est unimodulaire en tant qu'élément du groupe G;. Donc, 
At = 1, où n, = dimÿ' et, par suite, l'opérateur À appartient 
à un ensemble fini (contenant <nin, ... n, éléments). Ceci prouve 


la proposition suivante qui était le principal objectif de nos raison- 
nements: 
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Proposition {. Le centre de tout groupe de Lie matriciel semi-simple 
(et, en particulier, simple) est fini 


Cette proposition nous permet de prouver sans difficultés que le 
théorème d’Ado n'est pas valable pour les groupes de Lie, c'est-à-dire 
qu'il existe des groupes de Lie connexes qui ne sont isomorphes à aucun 
groupe matriciel. I] suffit à cet effet de trouver un groupe de Lie 
simple connexe ayant un centre infini. Nous allons montrer qu’un 


pu, 
tel groupe est le groupe de revêtement universel SL(2) du groupe 
SL(2) des matrices unimodulaires d'ordre deux (dont on sait déjà 

et 


qu'il est simple). Pour cela il nous faut expliciter le groupe SL(2). 


pu, 

En anticipant un peu, désignons par SL(2) la variété différen- 
tiable, produit R + D de la droite réelle R par le disque unité D 
du plan des nombres complexes z tels que | z | 1. 

Il est immédiat de voir que l'application définie par la formule 


2 1H: envoie le disque D dans le cercle | w | = 1 privé du 
z 
point w — —1. Donc, pour tout point z € D, il existe un seul nom- 
bre { E l—x, ni tel que 
eit — 112 
14: 
| 1+L: 
Désignons ce nombre { par — In ——=. 
1+2 


pr 
Munissons l'ensemble SL(2) de la multiplication 


| | + e2iv 
(1) (æ,u)(y,v)=(r+y+t, EEE z, ER, u, vED, 
où 

pin 1+etivuv 

2 1 LetlVuv 


Comme |e’” uv |—|u-eivo [2—(1—|u |) (1—]v|)>0, il 
vient 
u Le’ivr 


eiy Luv 


< 1, 


donc la formule (1) définit de façon unique la multiplication sur 


mt 
SL(2). 

Cette multiplication admet (0, 0) pour élément neutre, et pour 
tout élément (x, u) existe l'élément inverse 


(x, u)71 = (—zxz, —eiu). 
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Par ailleurs, un calcul direct, mais assez long, montre que la multi- 
plication (1) est associative. Cette multiplication étant visiblement 


pe 
différentiable, ceci prouve qu'elle munit la variétä SL(2) d'une 
structure de groupe de Lie. 

Le centre de ce groupe est formé des éléments (x, u) tels que 


u—+ellp  D—+etixu 
iv Lu eix ou ° 


identiquement en y et en v. En particulier, pour v = 0 l'égalité 
u = e’i!u doit avoir lieu identiquement en y, ce qui n’est possible 
que si u = 0. Donc, v = er identiquement en v, ce qui n’est pos- 
sible que pour z = n7, où r est un entier arbitraire. Réciproque- 
ment, il est clair que tous les éléments de la forme (nr, 0) appartien- 


mt mt 
nent au centre du groupe SL(2). Donc, le centre du groupe SL(2} 
est infini. 
et 
Reste maintenant à établir que le groupe SL(2) est bien un revé- 
tement universel du groupe SL(2). Considérons à cet effet l’applica- 


mt pe 
tion SL(2) + SL(2) qui à tout élément (x, u) E SL(2) associe la 
matrice 
" (nee nr) 
Vi—lu/ \|u]sin(z-)+sinz cosz—|u |cos (x + p)} ” 


OÙ = arg u. 

Un calcul élémentaire, mais hélas assez iong, montre que cette 
application est un homomorphisme et que son noyau est ccmposé 
des éléments de la forme (2nn, 0), donc il est discret. Comme 


ed 
dim SL(2) = dim SL(2) = 3, on en déduit en vertu du lemme 1 


de la leçon 13 que l’homomorphisme SL() — SL(2) est un revëte- 
ment de groupe. 


pe 
Le groupe SL(2) étant de toute évidence simplement connexe 


man” 
(puisque la variété R X D = SL(2) est le produit de variétés R 
et D simplement connexes), on obtient ce qu'on voulait. [ 


Discussion. Expliquons en conclusion l’origine de cette cons- 


at um 
truction du groupe SL(2) (bien que formellement tout ait déjà 
été prouvé). 

D'après le théorème de décomposition polaire (cf. I], 21, pro- 
position 4), toute matrice unimcdulaire A € SL(2) se décompose 
d'une seule façon en un preduit UP d’une matrice de rotation U 
et d'une matrice P unimodulaire définie positive. La matrice U 
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est définie par l’angle de rotation zx, et la matrice P, qui est de la 


forme 
) 
b cJ’ 


où a >0 et ac — b* = 1, est définie par les nombres a >> 0 et b, 
c'est-à-dire par le nombre complexe z = a + ib qui est situé dans 
le demi-plan de droite a >0. En passant par la transformation 
homographique du demi-plan de droite au disque unité, on obtient 
donc que chaque matrice À € SL(2) est caractérisée de façon unique 
par le couple (x, u) (de sorte que le groupe SL{(2) est difféomorphe 
au produit S! X D), et, de plus, il s'avère qu'à la multiplication 
des matrices est associée précisément la multiplication des couples 


pu 

définie par la formule (1). Pour obtenir le groupe SL(2), il reste 
maintenant à traiter x non pas comme un angle, mais comme un 
point de ñ. 


Remarque 1. On peut démontrer que le centre du groupe de revè- 


ps me 
tement simplement connexe SL(2) est infini par des raisonnements 
généraux sans l’expliciter. En effet, étant donné que le groupe onda- 
mental 7,G de tout groupe de Lie connexe G appartient au centre du 


revêtement simplement connexe G, pour prouver que le centre de 


pu, 

SL(2) est infini, il suffit de montrer que le groupe x,SL(2) est 
infini. On peut à cet effet se servir de la modification suivante de la 
proposition 8 de la leçon 12: si dans cette proposition le groupe G 
Contient un sous-ensemble P (visiblement homéomorphe à la variété 
quotient G/A) tel que tout élément g € G se représente d’une seule 
façon sous la forme g = hp, où hkEH,pE€ P, alors le groupe n,H 
est isomorphe au groupe 16. D'après le théorème de décomposition 
polaire, pour le sous-groupe SO(n) de SL(n), nr > 2, ce sous-ensem- 
ble P sera l’ensemble des matrices unimodulaires définies positives 
d'ordre 7. On démontre sans difficultés (pour r = 2 nous l’avons 
fait ci-dessus) que cet ensemble est homéomorphe à une boule ouverte 


d'un espace euclidien (de dimension V — 0 — 1) et, par 
suite, est simplement connexe. Donc, le groupe x,.SL(n) est iso- 
morphe au groupe x, SO (n) et, par conséquent, est un groupe cycli- 


que infini pour rz = 2. Nous avons opté pour une démonstration 
directe numérique dans la mesure où la forme explicite du groupe 


mm , 
SL(2) présente un intérêt intrinsèque. 


Exposons maintenant l'origine géométrique des constructions 
alrébriques formelles de la leçon 19. 


On rappelle qu’une forme différentielle w de degré m sur une variété 
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différentiable M est un champ (différentiable) de tenseurs antisymé- 
triques de type (m, 0). En coordonnées locales x}, ..., zx" sur W 
la forme w s'exprime par la formule 


= f;,...1, dr A ... Adam, 
où fs, Sont des fonctions différentiables sur le voisinage de 
m 


coordonnées correspondant l/, dépendant antisymétriquement des 
indices ë,, . .., im et dx', . . ., dx", des formes sur U de degré { 
dont les valeurs (dzx!),, ..., (dr"), en a € LU (valeurs qui sont co- 
vecteurs de l’espace tangent T,(#)) forment une base duale de le 
base (5). ... (5). de l'espace T (M). 

L'ensemble Q”"(M) des formes différentielles de degré m > 0 
sur une variété A/ est un espace vectoriel (de dimension infinie} 
sur à. 

Les formes de degré 0 s’identifient canoniquement aux fonctions 
différentiables sur À/ et, par suite, l’espace vectoriel Q(M), à l'algè- 
bre 7 (M) des fonctions différentiables sur A1. 


La formule 
(p Â Ÿ) a — Pa À Ÿas 


où a est un point quelconque de , œ et + des formes différentielles 
sur M, définit une seule forme différentielle q À\ # sur À, appelée 
produit extérieur des formes qç et j. Le degré de q À + est égal à la 
somme des degrés de p et de }. 

La multiplication extérieure est associative, antisymétrique (si p 
et g sont les degrés des formes œ et Ÿ, alors 4 À q = (—1)”q À +} 
et est confondue avec la multiplication des fonctions pour les formes 
de degré 0. 

Pour toute application différentiable F: M —- N, la formule 


(F*o) (4; e. À m) — @}(a(dF)a4À 1, 1 (dF) A m); 


où a EM. À,,.... Am € Ta (M) et oEQT(N), définit sur M 
une forme différentielle F*w € QU). 
Pour toute fonction f € .7 (Af), la formule 


(f)a (4) = A, 


où a€ M et A ET, (M), définit sur À] une forme différentielle df 

de degré 1, appelée différentielle de la fonction f. En coordonnées 

locales 

ôf 

ôxt 
L'opération d se prolonge de façon uniquefen une application 

linéaire (sur R) 


d: RAD) = QU), 
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définie pour tout m > 0 et possédant les trois propriétés suivantes : 
1) l'application d est une différentiation pour le produit exté- 
rieur, c'est-à-dire que 


d(p Av) = de At+(—-1" À dy, 


quelles que soient les formes œ et 1, où m est le degré de la forme ; 
2) dod = O0, 
c'est-à-dire que d (dw) = 0 pour toute forme w; 
3) pour toute application différentiable F: A7 + N et toute forme 
OC Q"N).ona dF*o—F* du. 
De ces propriétés il résulte qu’en coordonnées locales l’opéra- 
teur d est défini par la formule 


(2) du = dfus, À dr Ne. Naim 


d’où son unicité. Pour prouver son existence, il faut prendre la for- 
mule (2) pour définition et démontrer qu'on obtient la même forme 
différentielle sur l'intersection de deux voisinages de coordonnées 
quelconques. 


La forme dw s'appelle différentielle extérieure de la forme «. 


On dit qu'une forme w € Q"(M) est fermée si do = 0. et eracte, 
s’il existe une forme œ € Q7-1(M), telle que dq = «©. D'après la 
propriété 2) de l’opérateur d, l'espace vectoriel B"(M) des formes 
exactes est un sous-espace de l’espace Z”(Â1) des formes fermées, 
et l'on peut donc parler de l'espace quotient 


HM(M) = Z(M)/B"(M). 


Cet espace quotient s'appelle espace (ou groupe) des cohomologies de 
de fRiham de la variété différentiable A1. 


Pour que le lien entre celte construction analytico-géométrique 
et les constructions algébriques formelles de la leçon 19 soit évident, 
on rappelle que le crochet de Lie munit l'espace vectoriel a(Af) 
des champs de vecteurs sur À] d'une structure d’algèbre de Lie (de 
dimension infinie) et l'espace vectoriel # (M) des fonctions diffé- 
rentiables sur 4f, d’une structure de module sur l'algèbre de Lie 
a(1/) (par définition, [X, Y}f = X(Y/)})—Y(Xf) pour toute 
fonction f € F(M)). Nous sommes donc en droit de considérer l’es- 
pace vectoriel des cochaînes C”(a (M), 4 (M)) (dont la définition 
a un sens en dimension infinie). 

Toute forme différentielle w € Q"(M) définit au moyen de la 
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formule 
U(X 1, ..., Xm) (&) = @a((Xi)ars + + 1 (X m)a)s € E À, 


où X,,..., Xm sont des champs de vecteurs arbitraires sur #, 
une cochaîne u E C(a( M), .F (M). Il est évident que la corres- 
pondance w —- u est injective, donc les formes différentielles © 
peuvent être identifiées aux cochaînes correspondantes (et désignées 
par les mêmes lettres). 

Avec cette identification l'opérateur d sera défini par la formule 


(3) (m + 1) (do) (X1, ..., Xm+) = 


m+1 . a 
= à (—1)'+1X,o (X:, 7 X}, ...7) Xm+1) + 


m m+i 


+2 ÿ (—1) 7 © ([X4, X ;], X ..) X,, CCE X,. RE | X m+1) 


mi j=i+i 


OÙ Xy, -. 1 Âm+1 Sont des champs arbitraires de a (M), c’est-à-dire 
sera confondu (à un facteur multiplicatif inessentiel m + 1 près) 
avec l’opérateur Ô pour les cochaînes (le moyen le plus simple pour 
le prouver est de vérifier par un calcul direct que l'opérateur d défini 
par la formule (3) admet les propriétés 1) et 2) et est confondu avec 
la différentielle des fonctions auxquelles il est appliqué). 

Ceci explique l’origine de l'opérateur ô. (A noter que toute co- 
chaîne u ne se déduit pas automatiquement d’une forme différen- 
tielle: pour cela il est nécessaire et suffisant que pour tous champs 
de vecteurs X,, ..., Xm Vi» - +) Ym et tout point a E M, les 
égalités Ge = (Ÿ, \., .. * Æma VAS entraînent l'égalité 
U(X y, cs Âm) (a)1= u (ŸA, .» Ÿm) (a). Donc, même si l'in- 
clusion Q7 (M) & C"(a(M), F1 M)) induit un certain homomor- 
phisme 


(4) AT (M) — HF (a (M), F (M), 


celui-ci ne sera pas en général un isomorphisme.) 


On peut donner une interprétation topologique des espaces 
H"(8; 7°) pour le cas aussi où g est une algèbre de Lie de dimen- 
sion finie (sur R). Pour simplifier, on se bornera au cas Ÿ° = R. 
Une forme « sur un groupe de Lie Gest dite forme invariante à 
gauche si Lio —= © pour tout élément a € G. 

Les formes invariantes à gauche de degré m forment un sous- 
espace Qf%,(G) de l’espace vectoriel Q"(G), stable pour l'opérateur d 
{si © = Lo, alors do = dL£ w = Lido). Posons 


Hinv(Q) = Ziv(G)/Bins(G): 
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où Zf,(G) est l’espace des formes invariantes à gauches fermées 
de degré m, et B%,(G), son sous-espace qui est composé des formes 
dw, où wo EG (G). 

Supposons comme toujours que e est l’unité du groupe de Lie G. 
L'espace vectoriel T.G = g étant algèbre de Lie, les fonctionnelles 
multilinéaires antisymétriques sur T,G ne sont autres que les cochai- 
nes de cette algèbre de Lie sur le g-module trivial R. Donc, la cor- 
respondance © —> &, définit une application linéaire 


(5) Qnv(G) + C"(8; R). 
Proposition 2. L'application (5) est un isomorphisme. 


Démonstration. Une forme œE€Q"(G) est invariante 
à gauche (est élément de Qf%,(G)) si et seulement si 


(6) © (Aus - + + Am) = U((dLom)4As © +» (AL a-1) À m) 


pour tout point a € G et tous vecteurs 4,, ..., Am € TalG), où 
= &.. Donc, si &. = 0, alors w = (. 
Réciproquement, une vérification immédiate montre que pour 
toute cochaîne u E C"(g; R), la formule (6) définit une forme 
invariante à gauche w € QM(G) telle que w. = u. [ 


Donc, les formes différentielles invariantes à gauche de (5, (G) 
peuvent être, en vertu de la proposition 2, identifiées aux cochaïnes 
de C(g; R). 

Par définition, 


o.(4,, . À m) = O(X;, ee) X m) (e) 


pour toute forme w € Q”(G) et tous vecteurs À,, ..., A, € T.G: 
où X,, ..., Xm Sont des champs de vecteurs arbitraires tels que 
(Aie = Aus ee (X me = Am. En particulier, sans nuire à la géné- 
ralité, on peut admettre que les champs X,, ..., X, sont invariants 
à gauche (sont éléments de l'algèbre de Lie g = 1(G)). 

Par ailleurs, si la forme «w est invariante à gauche, alors il est 
immédiat de voir que la fonction œ(X,, ..., XM") des champs de 
vecteurs invariants à gauche X,,..., Xn est constante sur le 
groupe G, et, par suite, 


Yo(X,, ee X ») — 0 


pour tout champ Y € a(G). 

D'après la formule (3), on en déduit que pour toute forme w € 
E Gfv(G), la valeur (do), (41, . .., Am+1) de la cochaîne (do), 
sur les vecteurs À,, ..., Am+1 € T.G est donnée par la formule 


(m +1) (do). (41, ..., Amt) = 
m m+i 


= \Y > {— 00 (le, X ;], X:, ...s X:, …,X,, °..) X +1) (e), 


i=1 3=i+ 
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Où X,, - +7 Xm Sont des champs de vecteurs invariants à gauche 


sur G tels que (X1)e = A4, . .., (Xm+i)e = Am+r En d’autres 
termes, 


(m+ 1) (dw)e (Ai, +. Am+s) = 

m m+1 . A ES 
= D D) (— 1) to, {lAi, À}, A, .. À .) EVA ., Amti): 

{m1 j=1+ 
où [4,, Al est le crochet de Lie sur l'algèbre de Lie T.G=3 
(c'est-à-dire que [A:, Ajl = IXs Xl). 

Cela signifie que l’identif'cation des formes invariantes à gauche 
de Qjnv(G) aux cochaînes de Ca, R) envoie l’opérateur d dans 
l'opérateur ô (à un facteur multiplicatif inessentiel m + 1 près). 
Donc, pour tout m >0 


(7) Hinr(G) = H°(8: R). 


Contrairement au groupe Æ”(G}, le groupe H,(G) ne peut 
évidemment pas être traité comme un invariant topologique de la 
variété Gare Cependant, on peut démontrer que si un groupe de Lie 
est connexe et compact, les groupes H"(G) et Hfy(G) sont iso- 
morphes (ce qui en vertu de (7) nous donne entre autres une méthode 
assez efficace de calcul des groupes A"(G)). Mais cette démonstra- 
tion déborde le cadre de cet ouvrage. 
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Fonctionnelle de Killing d’un idéal.— Quelques propriétés 
des dérivations.— Radical et nilradical d’un idéal.— Pro- 
longement des dérivations à une algèbre enveloppante uni- 
verselle.— Idéaux d’une algèbre enveloppante de codimension 
finie.— Radical d’une algèbre associative. — Justification 
du pas inductif de la construction.— Démonstration du théo- 
rème d’Ado.— Conclusion. 


Revenons maintenant à la démonstration du théorème d'Ado. Tous 
les éléments sont prêts, à l’exception de quelques lemmes purement 
techniques concernant essentiellement les dérivations et les algèbres 
enveloppantes. 

Soit a un idéal d’une algèbre de Lie g et soit 1: a — g une in- 
jection. Pour tout élément x € a l’opérateur linéaire ad (x): 3 —+ @, 
tout en laissant «a invariant, induira des opérateurs g/a —+ g/a et 
a —+ a, dont le premier est visiblement nul et le second, confondu 
avec adz: a—a. Donc, pour tout couple zx, y € a, l'opérateur 
ad uz)oad t(y) induira aussi dans g/a un opérateur nul, et dans a 
l'opérateur adzoady. Donc, Tr(ad u4(z)cad 1(y)) = Tr (ad ze 
cad y), c'est-à-dire que £,(1(x), uy)) = £,(x, y). 

Cela signifie que la fonctionnelle de Killing t, de l'idéal a est la 
restriction à a de la fonctionnelle de Killing t, de l'algèbre 9. 


Soit maintenant D: gg une dérivation de l'algèbre de Lie g. 
Définissons sur la somme directe g° — g ® K l'opération [,] par 
la formule 

[(Ze hs (y; h)] — ({z, y] + À Dy — u Dz, 0), 


Z,YE& À LEK. 
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Il est évident que cette opération est bilinéaire et anticommutative. 
Par ailleurs, elle vérifie l’identité de Jacobi 
[[(z, À), (y, u)}, (z, v)] + 
+ (y, u), (3, v)l, (zx, AI + IG, v), (x, NI, (y, ul = 
= ([[x, y}, zl L À [Dy, 2] — u [Dz, z] — 
— vD(Iz, yl + À Dy — pu Dx), 0) + 
+ ({y, 2], xl + u [Dz, xl — v [IDy, x] — 
— AD(Iy, 2] + up Dz — v Dy), 0) + 
+ ([lz, xl, yl + v (Dz, yl — À [Dz, yl — 
— uD([z, x] + v Dr — À D), 0) = 0. 
Cette opération munit donc l'espace vectoriel g* d’une structure 
d'’algèbre de Lie. En identifiant chaque élément x € g à l'élément 
(z, 0) € g°, on fait de qg un idéal de g*. La dérivation intérieure ad & 
associée à l'élément E — (0, 1) opère sur cet idéal au moyen de la 
formule 
(ad E)x = [(0, 1), (x, 0)] = (Dz, 0) = Dzx, 
c'est-à-dire est confondue sur g avec la dérivation D. 
Par ailleurs, l’invariance de la fonctionnelle de Killing cs de 
l'algèbre de Lie g* appliquée aux éléments z, y € g et à E peut être 
exprimée sous la forme suivante: 


t.+((ad E)Z, y) + Loe(z, (ad E)y) = 0, 


d’où, d’après ce qui a été dit sur la fonctionnelle de Killing d’un 
idéal, il s'ensuit que la fonctionnelle de Killing d'une algèbre de Lie g 
vérifie la relation 

t (Dzs y) + ta(s Dy) = 0 


qui exprime la propriété d’invariance complète de to 

Un idéal a d'une algèbre de Lie g est dit caractéristique si Dz € 
€ a pour tout élément x € a et toute dérivation D : g +8. 

De la propriété d'invariance complète de te, On déduit que l’annu- 
lateur a! relativement à t, d'un idéal caractéristique a est idéal caracté- 
ristique. En effet, si z " at, alors £,(Dz, y) = —t,(x, Dy) = 0 
pour toute dérivation D et tout élément y € a, donc, Dr Eat. 


L'idéal g° étant visiblement caractéristique, on en déduit en 
vertu du corollaire 1 de la proposition 3 de la leçon 14 que Le radical t 
de toute algèbre de Lie g est idéal caractéristique. 

Puisque chaque dérivation intérieure d'une algèbre de Lie g 
sur chacun de ses idéaux a induit une dérivation (généralement pas 
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intérieure) de cet idéal, tout. idéal caractéristique b de a est idéal de 
l'algèbre g tout entière. 


En particulier, le radical t(a) de l'idéal a sera idéal de l’algè- 
bre g. Etant idéal résoluble, ce radical est contenu dans le radical 
rt = r(g) de l'algèbre g et, par suite, dans l'intersection a ft. 
D'autre part, étant idéal résoluble de a, cette intersection est con- 
tenue dans t(a). Ceci prouve que le radical (a) d'un idéal a d'une 
algèbre de Lie g est confondu avec l'intersection de cet idéal avec le radi- 
cal rt de l'algèbre tout entiere: 


r(a)=aft. 


Considérons de nouveau l’algèbre de Lie g° = g construite 
à l’aide de la dérivation D: g — g. Le radical t de g étant contenu 
dans le radical tr“ de g*, il vient Dr == (ad E)r lg", 1°}, et, par 
suite, Drag", rl Ng. 

Mais, d’après la proposition 4 de la leçon 16, l'idéal [g°, 1*] 
de 8°, donc l'idéal [9°, r*] N 8 de g, sont nilpotents. Donc. l'idéal 
[9*, r*] Ng est contenu dans le nilradical n de g, et, par suite, 
Die n. 

Formulons cette proposition sous forme de lemme afin de pouvoir 
s'y référer plus facilement: 


Lemme 1. L'image Dr du radical d'une algèbre de Lie g par une 
dérivation D: 3 — g est contenue dans le nilradical n de cette algèbre: 


Dren. O 


Corollaire. Le nilradical n(a) de tout idéal a d'une algèbre 
de Lie gest l'intersection de a avec le nilradical n — n(g) de l'algèbre 
g: 

n(a)=afin. 


Démonstration. Soit x € g. Alors, le lemme 1 appliqué 
à l’alsèbre de Lie a et à sa dérivation D induite par la dérivation 
intérieure ad z nous dit que [x, t(a)] & n(a), donc que fx, n(a)l & 
€ n(a). Ceci signifie que la sous-algèbre nilpotente n(a) est idéal 
de get, par suite, est contenue dans n. Donc, n(a) & a fi n. Comme 
l'inclusion inverse est évidente (l'intersection a f] n est idéal nil- 
potent de a), ceci prouve le corollaire. [] 


Etudions maintenant les liens des dérivations et de l'algèbre 
enveloppante universelle AL de l’algèbre de Lie g (cf. leçon 5). 


Il est évident que chaque dérivation D d'une algèbre associative 
4L est également une dérivation de l’algèbre de Lie [AL] des commu- 
tateurs. Donc, si Dg € g, D induit sur g une dérivation D: g — g. 
Peut-on obtenir ainsi toute dérivation D: 8 —g de l'algèbre de 
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Lie g, en d’autres termes, la dérivation D: g — g est-elle, prolon- 
geable en une dérivation D: 4 —+ 4L de l'algèbre associative 4? 
La réponse est affirmative: 


Lemme 2. Toute dérivation D de l'algèbre de Lie g se prolonge d'une 
seule manière en une dérivation (que l'on désignera par la même let- 
tre D) d'une algèbre enveloppante universelle AL. 


Démonstration. Etant donné que chaque élément de 4 
est un polynôme d'éléments de g, la dérivation D: 4 —+ 4, si 
elle existe, est définie de façon unique. Mais, comme les éléments 
de 4L peuvent être généralement exprimés de plusieurs manières 
différentes par des éléments de 8, la construction immédiate de la 
dérivation D: 4 — 4 implique une vérification assez laborieuse de 
sa cohérence. C’est pourquoi nous allons tourner cette difficulté en 
usant d'un artifice proposé par Jacobson. 

Soit # l'algèbre des 2 X 2-matrices de la forme 


(o 4) 
O0 uJ” 
où u, vE UL. Considérons l'application 
z Dzx 
P: Tr 0 z 
de l'algèbre de Lie g dans l'algèbre 4, où D est une dérivation 
donnée de g. Comme 


( .) ( ) (C ) ( Dzx 
0 zx/)\0 y} \0 y/\0 x )= 
(SE z-Dy + Dr-y—y-eDz— Dy-x 
0 TY — YT ) 
-(F y] (x, Dy]+{[Dz, ")=(F y] DT, # 
0 [Z, y] E 0 [zZ, y] ’ 
l'application q est un homomorphisme de l'algèbre de Lie g dans 
l’algèbre de Lie [4] des commutateurs de 4. L'algèbre 4 étant 
universelle, il existe un homomorphisme 14 = %œo de 4 dans # 
tel que p = doc, où u est l'injection 4 —> 4. Du fait que 4 est 
engendrée par les éléments de g, il s'ensuit immédiatement que pour 
tout élément u E AL, la matrice qu est de la forme 


(‘ 1) k a 
put, u  OUvEU. 


Nous définissons une application D: 4L —+ 4L (visiblement linéaire) 
en posant Du = v. 
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Comme (uv) = du-wÿv pour tous éléments u, v E AL, c’est-à-dire 


que 
( D(uv) ( Du ( Dv ( u-Dv+ Du:v 
0 nm J=( )(C )=( uv ): 
l'application D: 4 — AL est une dérivation de l'algèbre %. Vu 


qu’elle prolonge visiblement la dérivation D de l'algèbre de Lie g, 
le lemme 2 est entièrement prouvé. [] 


Dans l’algèbre universelle 4, nous porterons notre attention 
sur les idéaux (bilatères) {4 pour lesquels l'algèbre quotient /.4 
est de dimension finie. On dira que ces idéaux sont de codimension 
finie et on notera ceci codim # << co. 

On rappelle'qu'un élément a d’une algèbre associative est algé- 
brique s’il existe un polynôme p(T) non nul tel que p(a) = 0. 

On rappelle par ailleurs (cf. leçon 5), que pour toute base x;, ... 
.., Zn d'une algèbre de Lie g (que l’on supposera ici de dimension 
finie), les monômes de la forme z;x;,... ri, où Ki KL... is 
1.6. de Ia; forme zhizk:s...zûn, où k, > 0, k > 0, ..., k  >0, 
forment une base de l’algèbre universelle AL. De là on déduit sans 


peine que codim # << oo si et seulement si les classes x, = x, + 
+ AH, ..., In = Zn + 4 sont algébriques dans U/.A4. En effet, 
la condition d’algébricité de l'élément x, signifie que l'élément Zi! 
e e e # e # æ — — 1 
ast une combinaison linéaire des éléments 1, z;, ..., z;! pour 
un certain m, > 1. Donc, si les éléments x,, . .., x, sont algébri- 
ques, tout monôme de la forme z#:... zèn (et, par suite, tout élé- 
ment de l'algèbre quotient #/.4) est combinaison linéaire de monô- 
mes tels que 0 < k; << m, pour tout à = 1, ..., nr. Les monômes 
vérifiant la dernière condition étant en nombre fini, ceci prouve que 
l'algèbre quotient 7/4 est de dimension finie, et, par suite, 
codim .#<<oo. La réciproque estévidente, puisque tout élément d'une 
algèbre de dimension finie est algébrique. [ 


À noter que la condition d'algébricité d’un élément x, signifie 
qu'il existe un polynôme p,(T) non nul tel que pi(zi) E 4. | 

On rappelle que le produit 4@ de deux idéaux .# et & d une 
algèbre associative est, par définition, l’enveloppe linéaire des élé- 
ments ab, où a € Æ et b E #. Ce produit est visiblement un idéal. 


Lemme 3. Le produit 48 de deux idéaux quelconques 4 et 3 
de codimension finie est aussi un idéal de codimension finie. 


Démonstration. Si p(T) et qi(T) sont des polynômes 
tels que pu(zs) € Æ et qui) € Æ, les polynômes ri(T) = pilT) X 
X"qu(T) sont tels que r;(xi:) E #4. 
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Nous aurons besoin également de notions élémentaires sur les 
idéaux nilpotents dans les algèbres associatives. 

Suivant la terminologie en usage en théorie des algèbres. on dit 
qu'un idéal 4 d’une algèbre associative 9° est nilpotent s’il existe 
un À >> 0 tel que le produit de kÆ quelconques de ses éléments est nul, 
c'est-à-dire si #* est un idéal nul. Il est évident que la somme de 
deux idéaux nilpotents est un idéal nilpotent, d’où il résulte que 
dans toute algèbre associative 7° de dimension finie, il existe un 
plus grand idéal nilpotent .7 contenant tout autre idéal nilpotent. 
Cet idéal s'appelle radical de l'algèbre associative 7°. 

On dit qu’un idéal ./ d’une algèbre 7° est un nilidéal s’il est 
composé d'éléments nilpotents. Il est clair que tout idéal nilpotent 
est nilidéal. Il s'avère que, réciproquement, tout nilidéal 4 d'une 
algèbre associative 7° de dimension finie est nilpotent (et donc appar- 
tient à son radical ,#). En effet, l'idéal {4 (ou, plus exactement, son 
algèbre [4] des commutateurs) étant sous-algèbre de l’algèbre de 
Lie [7°] des commutateurs de 7”, il est justiciable de la proposition 3 
de la leçon 17. [ 


La somme a + b de deux éléments nilpotents n’est généralement 
pas un élément nilpotent. La situation change si l'un des termes de 
cette somme appartient au radical. 


Lemme 4. Sia€.#, et b est un élément nilpotent quelconque, la 
somme a + b est nilpotente. 


Démonstration. Utilisons la proposition 3° de la le- 
çon 17 (à noter que jusqu'ici on s’est contenté de la proposition 3) 
en prenant pour ( le sous-espace vectoriel de 7° engendré par le 
radical .# et l'élément b, et pour g, la réunion de .# et de b (puisque 
[L@, b] € .À, l'ensemble g est stable pour la commutation). D'après 
cette proposition, le sous-espace @ est associativement nilpotent. 
Donc, en particulier, son élément a + b est nilpotent. O 


Dans le lemme suivant les références à la proposition 3* de la 
leçon 17 ne suffisent déjà plus et il faut revenir partiellement à sa 


démonstration. 


Lemme 5. Si une algèbre associative 7° de dimension finie est 
engendrée par une sous-algèbre ÿ de son algèbre des commutateurs [7], 
alors tout idéal n de b composé d'éléments nilpotents de Ÿ est contenu 
dans le radical 9 de j.. 


Démonstration. ]Ilsuffit de montrer que l'idéal .f° de 7° 
engendré par l'idéal n est nilpotent. Comme ÿ engendre 7”, tout 
élément de .f° est combinaison linéaire de produits d'éléments de n 
et de ÿ. Appelons rang d'un tel produit, le nombre de facteurs de n. 
Si un produit contient un facteur de la forme ar, a€En et rEag, 
alors en se servant de la formule ax = la, x] + xa, on peut le repré- 


JUSTIFICATION DU PAS INDUCTIF DE LA CONSTRUCTION 361 


senter par une somme de deux produits de même rang dans lesquels 
le nombre de facteurs de g soit est inférieur d’une unité, soit l'un 
de ces facteurs s’est déplacé à gauche. Donc, tout produit de rang r 
peut être représenté par une somme de produits de la forme ab. où 
a est un produit d'éléments de g (éventuellement vide) et b, un pro- 
duit de r éléments de n. Mais, d’après la proposition 3 de la leçon 16, 
la nilalgèbre de Lie n est associativement nilpotente, c'est-à-dire 
qu'il existe un nombre nr tel que tout produit de r => n éléments de 
nest nul. Donc. tout élément de l’idéal .#° qui est combinaison li- 
néaire de produits de rang >n est nul. Comme tout élément de l'idéal 
S#°" CE .Sf" possède cette propriété par definition, ceci prouve que 
A7 = 0, c'est-à-dire que l'idéal .#° est nilpotent. 


Nous pouvons entrer maintenant dans le vif de la démonstration 
du théorème d’'Ado. Cette démonstration repose sur une construction 
inductive qui est possible grâce au lemme suivant: 


Lemme 6. Soient 

a une algèbre de Lie résoluble de dimension finie ; 

n son nilradical; 

AL une algèbre enveloppante universelle de 3; 

A un idéal de codimension finie de AL tel que pour tout élément 
z € n la classe x + 4 soit un élément nilpotent de l'algèbre quotient 
QU A. 

Il existe alors un idéal de À tel que: 

a) PC, À; 

b) codim # << ©; 

c) pour tout élément zx En, la classe x + @ est un élément nil- 
potent de l'algèbre quotient U1F ; 

d) toute dérivation D de l'algèbre AL envoyant 3 dans 3 envoie © 
dans #. 

Démonstration. Etant donné que tout homomorphisme 
d’algèbres associatives est également homomorphisme des algèbres 
des commutateurs respectives, l'image 


D—(8+4)/ 4 


de l'algèbre de Lie 3 dans l'algèbre 7° — //.4 est sous-algèbre de 
l'algèbre [7°] des commutateurs engendrant 9°. Comme par hypo- 
thèse l'image (n + £4)/4 de l'idéal n dans 7° est composée d’élé- 
ments nilpotents, il vient, d’après le lemme 4, que cette image est 
contenue dans le radical 4 de 7°. Donc, .Z contient aussi l'idéal 
de 7° engendré par cette image. Par conséquent, cet idéal est nil- 
potent. Le dernier idéal étant de la forme @/.:4, où € est l'idéal 
de 4 engendré par n et 4, ceci prouve qu’il existe un nombre r 
tel que l'idéal Z — €’ est contenu dans 4, c'est-à-dire possède 
la propriété a). D’après le lemme 3, l'idéal % possède la propriété b) 
24—01642 
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aussi. Comme pour tout x E n, il existe par hypothèse un nombre 
Ss> 0 tel quex‘ € 4€ 6, il s'ensuit que rx € 6" = # et, par 
suite, l'élément zx + % de l'algèbre quotient U/# est nilpotent. 
Donc, l'idéal # possède aussi la propriété c). 

Enfin, d’après le lemme 1, toute dérivation D de l'algèbre de 
Lie résoluble 2 est telle que De & n. Si donc la dérivation D de 
l'algèbre envoie 23 dans 2, c'est qu’elle envoie en fait 3 dans n 
et, par suite, l’algèbre 4 tout entière dans son idéal engendré par n. 
Par conséquent, a fortiori DUC, et D(U)CE = #. Mais 
alors D(8) = D(€') = DA) #, ce qui prouve la proprié- 
té d). [] 


On dira qu’une représentation p d’une algèbre de Lie g est une 
nilreprésentation si pour tout élément x € n du nilradical n de l’algè- 
bre 8, l'opérateur p(x) est nilpotent. 


Proposition 2 (pas inductif de la construction). Si une algèbre 
de Lie g se décompose en une somme directe 


g=306 
d'un idéal résoluble 8 et d'une sous-algèbre h, alors pour toute nil- 


représentation © de dimension finie de l'algèbre 8, il existe une repré- 
sentation p de l'algèbre g telle que 


3N Kerp € Kero. 


Si l'algèbre de Lie g est nilpotente ou. au contraire, si son nilradical 
est confondu avec celui de l'algèbre 2, alors la représentation p peut 
être choisie parmi les nilreprésentations. 


Démonstration. Considérons un élément arbitraire x = 
= y + 5, y Ee, zEb, de l’algèbre g. Sa composante y définit au 
moyen de la formule L,: a — ya, a € {L, une translation à gauche 
L,: A — AL de l'algèbre enveloppante universelle de l'algèbre 
de Lie 3, et la composante z, la dérivation D. de cette algèbre, qui 
est par définition le prolongement de la dérivation ad z de l’algèbre 
de Lie 8. Définissons une application p de l'algèbre g dans l'algèbre 
End L des opérateurs linéaires 4 — 1l au moyen de la formule 


p(z) = L, + D.. 
Soit zx, = Yy1 + z, un autre élément de l'algèbre de Lie g. Comme 
[x, 2] = [y, VA + [y, 2] + [z, y) + [z, A = 


— ([y, VA. — D,,y + D ,2:) + [z, 2}, 
il vient 


pli, 4) — Lty, ul — Lo. ,v + LD,xs + Dre, 2j 
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Par ailleurs, 


[p (z), p(x)]={Ly+D;, Ly, + D.,]= 
— [L,, L,,) + [D;, Ly] + [Lys D,,] + [D,, D;,]. 
Ceci étant, 
[L,, Ly] — L,L,, — Lyly — Lys — Lysy — Liy, ÿa]° 


Etant donné que sur 2 la dérivation Dj.,,:,, est confondue avec la 
dérivation ad{z, z,] — lad z, ad z,] et les dérivations D, et D, 
avec les dérivations ad z et adz,, alors 


[D;, D] — Dia, | 


sur 2, donc sur {4 tout entière. 
Par ailleurs, étant donné que pour tout élément a € 4 


[D,, L,Ja = D,L,,a — L,,D,a — 
= D (ya) — yD,a = D.y,-a, 
il vient 
[D,, Lys — LD. 
De façon analogue 
[D;,, Ly]l — Lo, ve 
Ceci prouve que 
p(lz, 21) ={p (x), p (m)}, 


c'est-à-dire que p est un homomorphisme (« une représentation infi- 
nie ») de l’algèbre de Lie g dans l'algèbre de Lie des opérateurs li- 
néaires A — {L. A noter que cethomomorphisme est défini exclusive- 
ment par la décomposition g = 8 ® bet ne dépend pas de la repré- 
sentation co. 

Considérons maintenant une représentation ©. L'algèbre {1 étant 
universelle, on peut prolonger cette représentation en un homomor- 
phisme (que l’on désignera aussi par ©) de l'algèbre 4L dans l'algèbre 
des opérateurs agissant dans l’espace de la représentation ©. La der- 
nière algèbre étant de dimension finie, le noyau .4 de cet homomor- 
phisme est de codimension finie. Puisque dire que la représentation © 
est une nilreprésentation revient exactement à dire que pour tout 
élément x du nilradical n de l'algèbre 2, la classe zx + 4 est un élé- 
ment nilpotent de l'algèbre 4/4 (qui est isomorphe à l'algèbre 
linéaire o(1)), il vient que l'algèbre 2 et l’idéal 4 sont justiciables 
du lemme 6. Donc, l’algèbre AL contient un idéal # possédant les 
propriétés a), b), c) et d) de ce lemme. 

Comme # est un idéal, on a L{(#) € # pour tout élément 
y Ee et puisque Æ# possède la propriété d), il vient que D,(#8) € # 
pour tout élément z€b. Donc, p(r(#)c æ pour tout élément 
2:* 
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z Eg et, par suite, la formule 


p(z)(u + #) = pau +Z, uEA, 
définit un opérateur linéaire 
p (x): UR8 —+ U?. 


L'application p:zxz:—+> p(x) étant un homomorphisme d’algèbres 
de Lie, l'application p: zx —+ p (x) sera aussi un homomorphisme et 
donc, une représentation (car l'algèbre quotient 4/# est de dimen- 
sion finie en vertu de la propriété b)). 

Si x E3, alors p(x) = L:, où zx = x + #. Donc, si p(x) = 0, 
alors L,.({) © @ et, par suite, x € # (on rappelle que 4 est une 
algèbre unitaire). Donc, x € 4 (propriété a)) et, par suite, o(x) = 
= 0. Donc, 2fN Kerp & Ker so. 

Appliquons maintenant le lemme 5 à l'algèbre associative U/#, 
à l'algèbre de Lie (3 + #)/# et à son idéal (n + #}/#. Ceci est 
possible, puisque, en vertu des propriétés b) et c), les conditions du 
lemme 5 sont remplies. Donc, en vertu de ce lemme, chaque élément 

= z+$, rx En, appartient au radical de l'algèbre associative 
L/Æ et, par suite, est nilpotent. Donc, l'opérateur linéaire L-: a — 
+ za est nilpotent aussi. Comme p(x) = L-, ceci prouve que si 
le nilradical de l'algèbre gest confondu avec le nilradical n de l’algè- 
bre 3, la représentation p est une nilreprésentation. 

Reste à traiter le cas où l'algèbre g est nilpotente (et, par suite, 
en particulier, 3 = n). Nous devons prouver que dans ce cas l'opé- 
rateur p(z) est nilpotent pour tout élément x € g. 

Supposons comme plus haut que z = y +z, où yE 8, z2E D. 
Comme 3 = n dans ce cas, l'opérateur p(y) est nilpotent d'après 
ce qui a été démontré ci-dessus. Bien plus, on peut formuler une 
proposition plus exacte en appliquant encore le lemme 5 à l'algèbre 
associative linéaire 7° engendrée par les opérateurs p(r), x E€g. 
Cette algèbre est de dimension finie, est engendrée par l'algèbre 
de Lie p(g), quant à l'idéal p(n) de l'algèbre p(g), il est composé, 
comme nous venons tout juste de le voir, d'éléments nilpotents. 
Donc, d'après le lemme 5, les opérateurs p(y), y E n, appartiennent 
au radical Æ de l'algèbre 7. 

Par ailleurs, l'algèbre g étant nilpotente. tout opérateur ad z, 
z Eh, est nilpotent. Ceci signifie que toute dérivation D,: 11 + A 
restreinte à 8 est nilpotente. Puisque pour toute dérivation D, tout 
nombre V et tout couple d'éléments a et b,on a 


D"(ab) = Ÿ, ( )'e.p , 


N 
| . 
4-0 \t 
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on déduit des relations D'a = 0 et D"b = 0 que D"*"-1(ab) = 0. 
Donc pour tout produit a E 4 d'éléments de 8, il existe un n(a) 
tel que D'@(a) — 0. En passant à l'algèbre quotient 4/#, on 
trouve que p(z)"(® (a) — 0, où a = a + #. Comme l'algèbre U/8 
est de dimension finie et possède une base a;, ..., à, composée 
d'éléments de la forme à, on en déduit qu’il existe un nr tel que 
p(z)"(a;) = O0 pour tout élément ü;, i = 1, ..., n, de cette base. 
Mais alors p(z)" — 0 sur Al/, c’est-à-dire que l'opérateur p(z) 
est nilpotent. 

Comme p(x) = p(y) + p(z), pour achever la démonstration 
de la proposition 2, il reste à appliquer le lemme 4 f[ 


Nous voilà enfin en mesure de prouver le théorème d’'Ado sous 
une forme plus forte même: 


Proposition 3 (théorème d’Ado). Toute algèbre de Lie g admet une 
nilreprésentation exacte. 


Démonstration. Construisons cette représentation par 
étapes. 


Première étape. Soit 3 le centre d’une algèbre de Lie g, 
et Soit Z3, . .., Tm une base de 3. Choisissons dans un espace vecto- 
riel 7° (de dimension =m + 1) un opérateur nilpotent À tel que 
A"#l—0Q, mais A" 0, et posons 


p,(9) = MA +... + Ai +... + md 


pour tout élément z = Mix, +... + Axtr +... + ÀAmtm de 3. 
Les opérateurs de la forme À,4 + ... + 1,4” étant permutables 
et nilpotents, et de plus non nuls pour (À, ..., Àm) (0, ..., O), 
l'application p; est une nilreprésentation exacte de l'algèbre 3. 


Deuxième étape. Soit n le nilradical de l'algèbre de 
Lie g.- Alors l'algèbre quotient n° — n/3 est nilpotente aussi et pos- 
sède donc (cf. proposition 2 de la leçon 17) une suite d’idéaux 


0=ncne...cnn=n, 


telle que dim ni = à pour tout ë = 0, 1, ..., m — dim n’ (dans 
la proposition 2 de la leçon 17 les inclusions sont inversées, mais cela 
est sans importance). Les images réciproques de ces idéaux dans n 
forment une suite croissante d’idéaux 


à=MeCmMuC...Clm=A, 


commençant par le centre 3 et telle que dim n:41 = dim n, + 1. 
Montrons par récurrence que pour tout à — 0, 4, ..., m, il existe 
une nilreprésentation p, de l'idéal n; qui est exacte sur l'idéal n, = 3. 

Le premier pas de la récurrence n'est autre que la première étape 
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de la démonstration (ps = P;)- Supposons que pour un à on ait déjà 


construit une nilreprésentation p; exacte sur 3. En choisissant dans 
N;+, Un Sous-espace b supplémentaire de n;, et en remarquant que 
ce Sous-espace est nécessairement algèbre de Lie, puisque de dimen- 
sion un, on se place dans les conditions de la proposition 2 (avec 
8 = n; et o = p;). L'idéal n;}, étant nilpotent, cette proposition 
nous dit qu'il existe une nilreprésentation p;+, de l’idéal n;;:, pour 
laquelle n, N Ker p;:+, © Ker p; et qui de ce fait est encore exacte 
sur 3. 

Pour i — m, on obtient ainsi une nilreprésentation p, = Pm 
de l'idéal n qui est exacte sur le centre 3. 

Troisième étape. Soit t le radical de l'algèbre de Lie g. 
En envisageant l'algèbre résoluble r/n et en utilisant la proposition 1 


de la leçon 16, on obtient, par la même construction que dans la 
deuxième étape, une suite de sous-algèbres 


= 60e UC Clim =T; 


commençant par n et telle que pour tout à = 0, 1, ..., m, la sous- 
algèbre tr; est un idéal de la sous-algèbre r;4,. Nous pouvons appli- 
quer encore la même procédure récurrentielle en commençant par la 
représentation p,, du nilradical n construit dans la deuxième étape. 


La proposition 2 peut maintenant être appliquée à chaque pas de la 
récurrence, car en vertu du corollaire du lemme 1, le nilradical de 
chaque algèbre tr, est le même idéal n. 

On obtient en définitive une nilreprésentation p, du radical t 


exacte sur le centre 3. 


Quatrième étape. Appliquons encore la proposition 2 
à la décomposition de Lévi 


=trm 


de l'algèbre g et à la nilreprésentation p,. Comme n(r) = n, on 
obtient une nilreprésentation p, de l'algèbre de Lie g exacte sur son 
centre 3. 


Cinquième étape. Considérons maintenant la repré- 
sentation adjointe ad et sa somme directe 


p=ad@ ps 


avec la représentation P- Comme Ker ad = 3 et 3N Ker p, — 0, 
alors Ker p — 0, c’est-à-dire que la représentation p est exacte. 
Comme la représentation ad est visiblement une nilreprésentation, 
et que la somme directe de deux nilreprésentations est manifeste- 
ment nilreprésentation, ceci prouve entièrement la proposition 3. {] 
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Ce n’est que maintenant qu'on peut tenir pour démontré le théo- 
rème de Cartan de la leçon 10 sur l'équivalence des catégories des 
groupes de Lie simplement connexes et des algèbres de Lie réelles! 
L'on comprend pourquoi nous avons trouvé la démonstration de ce 
théorème « peu satisfaisante » (l’autre démonstration du théorème 
de Cartan n’est pas plus simple, car elle repose aussi sur le théorème 
de Lévi). La démonstration directe du théorème de Cartan est donc 
une page qui reste à écrire dans l’histoire des mathématiques. 


=] 
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